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ABSTRACT 

The " convex  de r ived  se t "  of a symmet r i c  p robab i l i t y  law F on the  real  l ine is 

def ined  as the set  of l imi ts  of laws *~".~ F(t~x), infj~l~kfl~ '--~ ~176 if n ---~ o0 and  the  

s tab le  laws it con ta ins  are  exh ib i ted .  A new cr i te r ion  of s tochas t ic  compac i ty  of 

the set of the powers  of a p robab i l i t y  law is es tab l i shed .  Final ly ,  an i s o m o r p h i s m  

t h e o r e m  b e tween  some I p and  L ~ spaces  is given.  

O. Introduction 

L'objet de ce travail est d'6tudier certains th6orSmes de convergence 6troite 

de lois de probabilit6 et d'en d6duire la g6n6ralisation h des espaces non 

localement convexes d'un r6sultat de Lindenstrauss et Tzafriri [7]. 

Etant donn6e une Ioi de probabilit6 sym&rique F sur la droite r6elle, on 

cherche quelles sont les lois stables qui peuvent &re obtenues comme limites de 

lois de sommes de variables al~atoires ind~pendantes de loi F, convenablement 

normalis6es. 

L'6tude du d6riv6 D(F) de la loi F, ensemble des points d'accumulation non 

d6g6n6r6s, pour la convergence 6troite, de l'ensemble des puissances de F au 

sens de la convolution, a permis ~ Doeblin [3] de caract6riser le domaine 

d'attraction des lois stables non normales et d'obtenir de nombreux r6sultats 

concernant les domaines d'attraction partielle. 

On g6n6ralise ici cette notion en consid6rant le ddriv8 convexe de F, soit 

DC(F), ensemble des points d'accumulation de la classe des lois des sommes de 

variables al6atoires ind6pendantes, uniform6ment asymptotiquement 

n6gligeables, construites h partir de F. On montre aiors dans le paragraphe 2 

qu'on peut associer h F deux rSeis a et/3, 0 -<_ o~ =/3 -<_ 2, tels que la loi stable 

' Labo ra to i r e  associ6 au C.N.R.S.  n ~ 224 " P r o c e s s u s  s tochas t iques  et app l i ca t ions" .  
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d'exposant q appartienne ~ DC(F) si et seulement si a =< q =</3 (0 < q =</3 si 

a = 0 ) .  

La condition /3 = 2 est 6quivalente au fair que la loi normale fait partie de 

DC(F). Elle est aussi Equivalente, par le thEor~me de P. LEvy, au fait que la loi 

normale est dans D(F). En ce qui la concerne, I'introduction de DC(F) 

n'apporte  donc rien. D'autre part si la loi normale n'appartient pas h DC(F), 

soit si 13 < 2, les constantes a et 13 ne d6pendent en fait que du comportement  

l'infini de la fonction H, dgfinie pour x -> 0 par H(x) = 1 - F(x), c'est-h-dire la 

queue de la loi F. 

De plus la condition c~ > 0 est 6quivalente au crit~re de compacit6 obtenu par 

Feller [5] pour l 'ensemble des puissances de F. Au paragraphe 3 on montre que 

ce crit~re s'exprime encore de la faqon suivante: soit (X,, n > 1) une suite de 

variables alEatoires ind6pendantes de m~me loi sym6trique F d6finie sur un 

espace de probabilit6 (II, ..~, P);  on note IX, 0] le complEtE pour une mEtrique 

invariante par translation associEe h la convergence en probabilitE de la variEtE 

linEaire engendrEe par la suite (X,, n > 1) et [X,p] la fermeture dans L e, p >0 ,  

de la mc3me vari6t6: alors la loi F est stochastiquement compacte si et seulement 

s'il existe un p > 0  tel que [X,0] = [X,p] (et donc IX,0] = [X,p'], 0 < p ' = < p ) .  

Enfin, darts le paragraphe 4, on montre que tout espace l q, ot <= q <-/3, est 

isomorphe/l  un sous-espace de [X, 0] et donc aussi de [X, p'], 0 < p' <= p, si la loi 

F est stochastiquement compacte. 

I. Rappels et r6sultats pr61iminaires 

Etant donn6e une loi de probabilit6 F sur la droite r6elle, on note encore F sa 

fonction de r6partition. A toute loi de probabilitE F on associe la classe des lois 

dEfinies par les fonctions de rgpartition F(ax + b), a > O, b reel, notEe CI(F). La 

classe dEgEnErEe est la classe associEe ~ la loi de probabilitE attectant la masse 1 

au point 0. 

On dit qu'une suite de classes (CI(F,), n _-> 1) converge s'il existe dans chaque 

classe CI(F,)  un ElEment de la forme F,(anx + b,) tel que la suite des lois dEfinies 

par les fonctions de rEpartition F, (anx + bn) converge vers une loi de probabilitE 

non dEgEnErEe. On dira, par un abus de langage usuel, que la suite des lois 

(F~, n _-> t) converge, bien qu'il s'agisse en fait de convergence de classe des lois. 

Etant donnEe une famille infinie de lois (F,, i E I), on dit qu'une loi F non 

dEgEnErEe est un point d'accumulation de la famille (F, i ~ I) s'il existe une suite 

infinie d'EIEments de la fam'ille qui converge vers F et, suivant Doeblin, on 

appelle dErivE d 'une famille de lois l 'ensemble de ses points d'accumulation. 
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I1 est essentiel dans les questions 6tudi6es dans ce travail de ne consid6rer que 

la convergence vers des lois non d6g6n6r6es. Si seule la classe d6g6n6r6e est 

limite possible pour toute suite extraite de la famille, le d6riv6 est vide. 

Soient F une loi de probabilit6, F"" s a n  i~'~ puissance de convolution. On 

appelle ensemble des puissances de F l'ensemble des classes (C1 (F"'),  n -> 1). 

DI~FINITION 1.1. On appelle d6riv6 de la loi de probabilit6 F, et on note 

D (F), le d6riv6 de l'ensemble des puissances de F. Quand une loi de probabilit6 

F '  est dans le d6riv6 de la loi F, on dit que F est dans le domaine d'attraction 

partielle de F' .  Si toute la suite (F" ' ,  n _-> 1) converge vers F' ,  alors unique 

616ment de D(F), on dit que F est dans le domaine d'attraction de F' .  

Au vu de ces d6finitions, deux types de probl~mes se posent naturellement: on 

peut, 6tant donn6e une loi de probabilit6 F, 6tudier son d6riv6, en particulier 

d6terminer les lois qui en font partie. C'est ce qu'a fait en particulier Doeblin [3]. 

On peut aussi, 6tant donn6e une loi F' ,  &udier son domaine d'attraction 

partielle; par exemple [6]. 

Dans tout ce qui suit, on ne s'int6resse qu'aux lois de probabilit6 sym&riques. 

C'est pourquoi on se contentera d'6noncer les rappels n6cessaires seulement 

dans ce cas. Le c~6riv~ d'une loi est uniquement compos6 de lois ind6finiment 

divisibles. Une loi sym6trique est ind6finiment divisible si et seulement si sa 

fonction caract6ristique q~ est de la forme e-* avec ~b(t)=0-2t2+ 

2f~(1 - costu)dM(u) o~ dM est la mesure de L6vy de la loi F, c'est-h-dire une 

mesure positive telle que fo (u 2 ̂  1) dM(u) < 2, et 0- ~ 0 (la notation a ^ b 

signifie l'infimum de a e t  b). A une mesure de L6vy dM, on associera la fonction 

de L6vy M, continue h gauche, d6finie pour x > 0 par M(x) = .f~ dM(u). Une 

fonction de L6vy est donc positive, d6croissante, telle que limx~| M(x) = 0. Une 

loi ind6finiment divisible est donc caract6ris6e par le couple (0 -2, M). 

Toute loi ind6finiment divisible a un domaine d'attraction partielle non vide. 

Dire qu'une loi F est dans le domaine d'attraction partielle d 'une loi F '  signifie, 

dans le cas of~ F est sym6trique, qu'il existe une suite croissante d'entiers positifs 

(k,, n _-> 1) et une suite de r6els positifs (a,, n---1) telles que la suite des lois 

d6finies par les fonctions de r6partition Fk.*(a,x) converge vers la loi F. En 

d'autres termes, si les variables X 7 sont toutes de  m6me loi F et ind6pendantes 

pour chaque n, d6finies sur le m6me espace de probabilit6 (fl, M, P), la suite des 

variables Z.  = E~"l X';/a, converge en loi vers une variable al6atoire de loi F '  

quand n ~ o ~ .  Les variables XT/a. sont uniform6ment asymptotiquement 

n6gligeables, c'est-~-dire que supl~j=~k. P{I X7 I/a, > e } ~  0 quand n ~ oo, pour 

tout e > 0. 
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Or la suite des lois de probabilit6 des sommes r = E~21 ~:~' de variables 

al6atoires ind6pendantes, sym6triques, uniform6ment asymptotiquement 

n6gligeables, de fonctions de r6partition F7 respectivement, converge si et 

seulement si les lois ind6finiment divisibles de fonctions caract6ristiques e-*", 
k n 

avec qJ,(t) = Zj"=12fo(1- cos tu) dFj(u) ,  convergent, et les lois limites sont 

identiques. Les lois ind6finiment divisibles d6finies par les fonctions ~O, sont 

appel6es lois accompagnantes des lois des variables (,. [6]. 

Enfin, pour que les lois des variables ~', convergent, il faut et il suffit qu'il 

existe une fonction M, d6finie pour x > 0, d6croissante et telle que limx~| 

= 0 et une constante 0----0 telles que lim,~| E~"~ ( 1 -  FT(x))= M ( x )  en tout 

point de continuit6 de M e t  

fo lim liminf ~ x2dFT(x) = lim lim sup x2dFT(x) = 0 -2. 
~ ' ~ 0  n ~ w  j = l  e ~ O  ~ . =  

Parmi les lois ind6finiment divisibles, on distingue la classe des lois stables. 

Une loi ind6finiment divisible, sym6trique, est dite stable d'exposant p, 0 < p < 

2, si le couple (0-2, M) est de la forme (0, Ax-e) avec A > 0. La loi normale cr > 0, 

M ~ 0, est aussi une loi stable qu'on appellera parfois par commodit~ loi stable 

d'exposant 2. Une loi de probabilit6 sym6trique F est darts le domaine 

d'attraction d'une loi stable F' s'il existe une suite de constantes positives 

(a,, n _-> 1) telle que la suite des lois F*"(a ,x)  converge vers F' quand n ~ o o .  

On prendra garde aux notations utilis6es dans ce travail parfois 16g~rement 

diff6rentes de celles de [6]; M est une fonction d6croissante et 0-2 la moiti6 de la 

constante habituellement ainsi d6sign6e. 

Si F est la fonction de r6partition d'une loi de probabilitY, sym6trique, on note 

H la fonction d6finie pour x => 0 par 

H ( x )  = 1 - F(x) .  

La fonction H peut &re consid6r6e comme la fonction de L6vy de la 

loi ind6finiment divisible de fonction caract6ristique e -~ avec ~O(t)= 

2fo(1 - cos t u ) d F  (u). Par abus de langage H sera alors appel6e fonction de L6vy 

de la loi accompagnante de F. 

A la fonction F on associe encore les fonctions V e t  U d6finies pour x => 0 

respectivement par 

V(x )=  fo" y2dF(y)  = - fo ~ y2dH(y) '  

U(x)= V(x)+x~H(x)  = (y~Ax~)dF(y). 
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Dans tout ce qui suit on fera les hypotheses suivantes sur la loi F: 

HYPOTHI~SES. H1) H ( x ) > 0  si x -->0, 

H2) V ( x ) > O  s ix  > 0  et limx~| V ( x ) =  oo. 

L'hypoth~se HI se justifie par le fait que si la fonction H s'annule ~ partir 

d'une valeur finie, la loi de probabilit6 F est dans le domaine d'attraction de la 

loi normale et l'6tude faite dans ce travail n'a plus de raison if&re. Pour les 

m6mes raisons la variance totale est suppos6e infinie. De plus, dans les questions 

&udi6es c'est le comportement pour les grandes valeurs de x des quantit6s 

consid6r6es qui interviendra. Une modification locale de la loi F au voisinage de 

l'origine de fa~on ~ avoir V ( x ) > 0  si x > 0  ne changera rien ~ la nature du 

probl~me. 

Nous allons d'abord 6tablir quelques propri6t6s des fonctions H, V e t  U 

associ6es h une loi sym6trique F satisfaisant aux hypotheses HI et H2. 

PROPOSITION 1.2. Les trois conditions suivantes sont ~quivalentes: 

a) Il existe une constante 7 > 0 telle que 

t2H( t )< 
V ( t ) 3' pour tout t > 1. 

b) Il existe un r~el r, 0 < r < 2, et une constante c > 0 tels que 

U(tx)  < 
U(t)  Cx" pour x > 1, t > 1. 

c) II existe un r~el r, 0 < r < 2, et une constante C' > 0 tels que 

V(tx ~ 
V ( t ;  < C'x '  pour x > 1, t > 1. 

(C'est la m~me constante r qui intervient dans les conditions b) et c)). 

L'hypoth~se t > 1, faite par commodit6, pourrait &re remplac6e par t > r > 0. 

De V(tx)  = V( t )+  f',~ u2dF(u) = V ( t ) -  f',~ u 2 dH(u) ,  on tire 

(1) t 2 (H( t ) -  n ( t x ) )  <= V ( t x ) -  V( t )  <= t2x2(H(t ) -  n ( t x ) ) ;  

d'ofl 

U(tx)  = V( t x )+  t2x2H(tx)< V( t )+  t2x2H(tx) = x2U(t )+ (1 - x2)V(t).  

Si la condition a) est v6rifi6e, on a U(t)  < (3' + 1) V(t),  d'ofi 

[1 x 2 - 1  U( t x )<  x2U(t)  f f  -; i ;x V. 
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Soit Xo > 1 fix6. En posant  A~o = 1 - (xo 2 - 1)/(y + 1)xo 2 < 1, on a, pour  tout  t > 1 

U(txo) < A~oxZU(t) = x~U(t), 

avec 0 < r < 2. Pour  tout  x > 1, on peut  t rouver  k E N tel que  Xo k =< x < Xo T M .  La 

fonct ion U &ant  non d6croissante,  

( k + i ) r  ~ �9 �9 U(tx)<= U(tx~+')<=xo U ( t ) = x o x  U(t) ,  

et en posant  C = x~, on a U ( t x ) / U ( t ) <  Cx', d'ofl a) f f  b). 

On  en d6duit  

V(tx) < U(tx) < Cx 'U(t )  < C(~/ + 1)x'V(t),  

soit en posant  C ' =  C ( y  + 1), a) et b) ~ c). 

D e  (1), on tire pour  tout  k E N, si c) est v6rifi6e, 

t2(n(tx ~ ) -  H(txk+')) < (C'x" - 1)x-2kV(tx k) < (C'x '  - 1)C'xk~'-2)V(t), 

soit en sommant  sur k, 

t2H(t) < ( C ' x ' -  1)C' ~ xk~'-2)V(t). 
k = O  

Puisque x > 1 ,  la s6rie Z~=oX~t'-2) converge.  En posant  y = 

(C'x '  - 1) C' E~=o x k(,-2) pour  x > 1, on obt ient  t 2 H( t )  < 3/V(t) pour  t > 1 et 

c) => a). 

On  suppose main tenant  U(tx) < Cx 'U(t )  pour  t > 1, x > 1. D e  (1) on tire 

V(tx ) + tZx2H(tx ) < Cx' (V(tx  ) + t2 n ( t x  )), 
soit encore  

t2x2H(tx) (1 - Cx "-2) < Cx'. 
V(tx) 

Pour  x >Xo tel que 1 -  Cx~-2>0 ,  on a t Z H ( t ) < T ' V ( t )  si t > x  en posant  

y ' =  Cx ' / (1 -Cx ' -2 ) .  Pour  avoir  la relation pour  t > 1, r emarquons  que si 

l < t = < x ,  on a t : H ( t ) / V ( t ) < t z / V ( t ) < t z / V ( I ) < x 2 / V ( 1 ) ;  en posant  3J = 

3~'v x2/V(1), on obt ient  f inalement  t2H( t )< TV(t )  s i t  > 1, soit b ) ~  a). 

De  fa~on sym&rique  on a 

PROPOSITION 1.3. Les trois conditions suivantes sont ~quivalentes: 
a') II existe une constante m > 0 telle que 

m < t:H(t)  
V(t)  pour t > O. 
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b')  Il existe un rdel s, 0 < s < 2 et une constante D > 0 tels que 

Ox" < U( tx)  U(t)  pour x > 1, t > O. 

c') II existe un rdel s, 0 <  s < 2  et une constante D ' > 0  tels que 

O ' x  ~-2 < n ( t x )  H( t )  pour x > 1, t > O. 

(C'est la m~me constante qui intervient dans les conditions b ' ) e t  c').) 

D e  (1), on tire 

U(tx) >- u(t)  + (x 2-1)  :H(tx);  

si a ')  est v6rifi6e, c'est-~t-dire si U ( t ) <  (1 + I /m ) t2 H ( t ) ,  on d6duit  

Pour  xo> 1 fix6 il existe s, 0 < s < 2 tel que  xo ' =  1 - ( x g -  1)/(1 + 1]m)x~, d'ofi  

U(t)  < xo'U(txo). 
k = X < k + ,  Pour  x > l ,  soit k E N  t e l q u e  Xo x0 . On  a 

U(tx)x -~ > U(txo)Xo'k+l)'> U(t)xo', 

soit, en posan t  D = xo ~, Dx~U( t )<  U(tx)  et a') f f  b'). 

On  en d6duit  

1 U(tx) D U(t) D_~ 
H ( t x ) >  1 t2x 2 > - - - - - 1  t 2 x S - Z > l  H(t)x'-2" 

1 + - -  1 + - -  l + - -  
m m m 

En faisant  D ' =  D / ( I +  1/m), on a D ' x ' - 2 < H ( t x ) / H ( t ) s i  x > 1 et a ')  et  

b') ~ c'). 
S i c ' )  est v6rifi6e on tire de (1) 

2 ~/1 ~-~-1) V(tx)- v( t )<  t x I ~ x  H(tx) ,  

et  pour  tout  k E N, 

/1 2_,_1 ) t 2 . / t ~  { 1  2-s~ 1 

D'of i  
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1 (X s-2 _ _  

La serie Y~=o x~(~-') converge pour x > 1; en posant 

1 1 , ~-2 ~ .  k(~-~) 
m = D  '2ix -1 ) , . . ,  x pour un tel 

k=0 

on obtient m < t :H( t ) /V( t ) ,  soit c') ~ a'). 

Si b') est vrrifire, on tire de (1) 

Dx "(V(t)  + t2H(t)) < V(t )  + tZxZH(t). 

D'ofi 

X, 

D x '  - 1 < t2 / - t ( t )  

x 2 -  1 V ( t )  

et b') ~ a') en faisant m = (Dx ~ - 1)/(x 2 -  1) pour un x tel que Dx ~ - 1 >0 .  

L'rquivalence des conditions a) et c) a drjh 6t6 montrre par Feller [5] pour la 

proposition 1.2 et par Doeblin [3] pour la proposition 1.3. 

2. D~riv~ c o n v e x e  

Etant donnre une loi de probabilit~ F sym&rique sur la droite r~elle, on 

consid&e le probl~me: quelles sont les stables qui peuvent &re construites 

comme limites de lois de sommes de variables alratoires indrpendantes, de loi F 

convenablement normalisre? L ' r tude du domaine d'attraction des lois stables 

donne une premi&e r~ponse h la question, le rrsultat le plus significatif &ant, [4] 

THEOREME. La loi F est dans le domaine d'attraction de la loi stable 

d' exposant p, 0 < p <= 2 si et seulement si limx_| x2H(x ) /V(x  ) = (2 - p )/p ;, cette 

condition est dquivalente fi l'existence d'une fonction L, lente au sens de 

Karamata (pour tout x >0 ,  L(sx)/L(s)---~l quand s ~ o o )  telle que V ( x ) -  

x2-pL(x), x ~  ou encore, si on exclut la loi normale, H ( x ) -  

[ (2-  p ) / p ] x - P L ( x ) ,  x ~ pour 0 < p  <2 .  

Dans ce cas il s'agit de la convergence de toute la suite des lois des variables de 

la forme (1/t,)ET~ Xj, les Xj &ant indrpendantes, de loi F, et la normalisation 

&ant la mrme pour routes les variables intervenant dans le n ~"e terme de la 

suite. 

Si F est dans le domaine d'attraction de la loi stable d'exposant p, celle-ci est 

dans le drriv6 D(F)  de F, d'ailleurs rrduit h cette loi. On obtient ainsi une 

condition suttisante pour qu'une loi stable soit dans D(F) .  
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Dans le cas o~ cette loi stable est la loi normale, on a plus, h savoir 

THI~ORI~ME. (P. L6vy) La loi F est dans le domaine d' attraction partielle de la 

loi normale si et seulement si lim inf x 2H(x)/V(x) = O. 

D'ofl un crit~re n6cessaire et suttisant d'appartenance de la loi normale 

D(F) et une solution complete au probl~me; la normalisation est encore de la 
forme(1/t ,  k ) Y,~"~Xj, les constantes t. 6rant identiques pour toutes les variables du 
n i-m~ 616ment de la suite. 

Du fait du type de normalisation consid6r6 c'est done l'ensemble des 

puissances de F et son d6riv6 qui sont intervenus jusqu'ici. Pour l'6tude des lois 

stables autres que la loi normale, nous allons introduire un autre type de 

normalisation et de ce fait une famille de lois plus large que l'ensemble des 

puissances de F ainsi que le d6riv6 de cette famille de lois. 

Soit done CO(F) la famille des lois de probabilit6 des variables de la forme 
y k - n n n j"~.,Xs/t,, ofa les Xj  sont des variables al6atoires ind6pendantes de m~me loi F 

et les constantes positives t7 telles que les variables X~/t~ soient uniform6ment 

asymptotiquement n6gligeables. 

D~FINITION 2.1. On appelle d6riv6 convexe de F, not6 DC(F), l 'ensemble 

des limites non d6g6n6r6es, pour la convergence ~troite, des lois .k.j=~ F(tjx)," 
inL-~r,~.t7 ~0o quand n --, 0o. 

Le d6riv6 convexe de F est done le d6riv6 de la famille ~r C'est un 

ensemble de lois ind6finiment divisibles, sym6triques, (0 "2, M) avec (0, 0) exelu, 

qui contient D(F) obtenu quand pour chaque n tous les t7 sont 6gaux. 

La terminologie adopt6e s'explique de la fa~on suivante: supposons que la loi 

normale ne fasse pas partie de DC(F) qui contient alors seulement des lois 

ind~finiment divisibles (0, M), M ~  0. Par changement d'6chelle on peut toujours 

supposer M continue au point 1 et M(1)=  1. De plus, par le th6or~me de P. 

L6vy, la fonction H, consid6r6e comme fonction de Lfvy de la loi accompa- 

gnante de F, ne s'annule pas. La fonction de L6vy de la loi accompagnante de la 
loi .k .  k . ~=~F(tTx ) est Es"tH(bx),  qui tend vers M(x)  quand n ~ o 0 .  On peut 

normaliser cette suite de fonetions de L6vy de fa~on qu'elles vaillent 1 en x = 1 
k n 

en consid6rant la suite des fonetions Ej"~)tjH(t~x)/H(t~) avee )tT= 
n kn n H(tj)/Zj=~H(ts). Avee cette normalisation on est done amen6 ~ 6tudier le 

d6riv6 d'un ensemble convexe de fonetions de L6vy valant 1 au point x = 1. 

Nous allons maintenant d6terminer les lois stables qui font partie du d6riv6 

eonvexe de F. 
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A la loi ind6finiment divisible sym6trique (tr 2, M), on associe la fonction R 

d6finie par 

R(x) = ~-~+ 1 A dM(y),  x >0 .  

C'est une fonction continue, d6croissante, telle que lim~_| 0; de plus 

x2R(x) est croissante telle que lim~_ox2R(x) = O, lim~_| = ~. 
En particulier pour la loi normale (1,0), R ( x ) =  x -2 et pour la loi stable 

d'exposant 0 < p < 2, (0, x-P), R (x) = [2/(2 - p)]x-P. 

PROPOSITION 2.2. La suite des lois ind(finiment divisibles ((try, M.), n >- 1) 

converge si et seulement si la suite (R,, n >= 1) converge simplement vers une 

/onction continue �9 telle que lim~_| q~(x) = 0. 

Supposons d'abord que la suite des lois ((o'2N, M.), n _-> 1) converge vers la loi 

(o':, M). Alors M~(x)~ M(x) pour tout x de continuit6 pour M. D'autre part 

pour tout e > 0 de continuit6 pour M, 

!ira y2 dM~(y) = y~dM(y),  

et 

( fo  ( fo  lira limsup 0"2+ y2dM,(y) = lim liminf o'~+ y2dM,(y ) = 0.5; 

d'ot~ la convergence de la suite des fonctions (x2R,(x), n >-_ 1) quand n ~ ~ vers 

x2R(x) d6finie par 

S, f; x2R(x) = 0.5+ y2 d M ( y ) +  x 2 dM(y).  

Inversement soit �9 une fonction continue telle que lim~_| q~(x)= 0 et 

supposons que pour tout x > 0, l i m ~  R,(x) = q~(x). On peut alors trouver une 

fonction J, d~finie pour x >0 ,  continue, telle que x~J(x) soit born~e, 

lim~| x2J(x)=O et R~(x)<(x~v 1) J(x) pour tout x > 0  et tout n_--1. La 

famille des lois ((o.2,, M~), n ~ 1) associ~es aux fonctions (R~, n _-> 1) est compacte 

puisque pour tout n => 1, M~(x)<x2J(x) pour x grand, M.(x)<J(x)  pour x 

petit et 0"2~+f;y2dM~(y)<e2J(e). I1 s'ensuit que la suite des lois ((~2~,M~), 

n => 1) converge vers la loi (0"5, M) et par cons6quent la suite des fonctions 

(R,, n N 1) converge, pour tout x > 0 vers la fonction R d~finie pour x > 0 par 

R(x) = 0"2/x2+ f~(1 A yZ/x2)dM(y) et R = ~. 

Dans toute la suite de ce paragraphe, F est une loi de probabilit~ sym~trique, 

satisfaisant aux hypotheses H, et H2. La loi accompagnante de F est la loi 

ind6finiment divisible (0, H)  et sa fonction R e s t  donc de la forme 
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R ( x )  = 1 ^ dF(y) ,  x > 0 .  

Avec les notations du paragraphe pr6c6dent U(x)  = x2R(x)  pour  x => 0. Aux 

lois accompagnantes,  normalis6es comme ci-dessus, des lois *~" F " j=~ ( t ix)  corres- 

�9 pondent  alors les fonctions E~"=l A TR (tTx)/R (t]). La recherche des lois stables de 

DC(F)  se r6duit donc h la recherche des r6els p, 0 < p ~ 2, pour  lesquels il existe 

une suite (k,, n -_> 1) croissante d 'entiers positifs et des r6els tT, inf~j=k,  t7 ~ 
quand n ~ 0% tels que 

k , R( tTx)  
lim j~=l /~j R(tT) = x-p' x > 0 .  

Nous allons montrer  que l 'ensemble de ces p coi'ncide avec un intervalle de la 

droite r6elle. 

Dt~FINITION 2.3. On appelle indices de la loi de probabilit6 sym6trique F l e  

couple de r6els (a,/3) d6finis par 

a = sup p = O, l imsup sup x PR (x) ' 

} /3 inf p = 0 ,  l iminf inf Y " R ( Y ) > o  
xo~ y>x x P R ( x )  

La d4finition du couple (a,/3) est similaire h celle des indices d 'une fonction 

d'Orlicz. 

D 'au t re  part la d6finition m~me de la fonction R implique que 0 _<- a -</3 =< 2. 

Les lois stables d 'exposant  p, 0 < p =< 2 appartenant  h DC(F)  vont ~tre celles 

pour lesquelles p est compris entre a et /3. 

PROPOSmON 2.4. Si /3 = 2, la loi normale est dans le d&iv~ D (F) de F et donc 

dans le d&ivd convexe DC(F)  de F. 

Supposons que la loi normale ne soit pas dans le d6riv6 de F. Par le th6or~me 

de P. L6vy, sous les hypotheses H1 et H2, il existe m > 0  tel que m < 

tZH(t) /V(t);  la proposition 1.3 entraine qu'il existe un r6el s, 0 < s < 2 et une 

constante D > 0  tels que Dx~< U( tx ) /U( t )  pour  t > 0  et x > 1, soit encore 

D < x  2 SR(tx) /R(t) .  D'ofl  /3 = < 2 - s  < 2  et le r6sultat. 

PROPOSITION 2.5. Le d&iv~ convexe DC(F)  ne contient aucune loi stable 

d' exposant p telle que p < a ou p >/3. En particulier si /3 < 2, DC(F)  ne contient 

pas la loi normale. 
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Examinons d 'abord  le cas p >/3. Si /3 = 2 la proposition est claire. Si [3 < 2, 

soit b > /3  et soit (kn, n-> 1) une suite croissante d 'entiers positifs et (tT, j - -  
1,. �9 k,, n => 1) une famille de r6els, infl~j_<k, t7 ---, ~ quand n ~ oo, telles que la 

suite des fonctions R., d6finies par R,  (x) = E~"I A TR (tTx)/R (t~), x > 0, converge 

vers la fonction R d 'une loi de DC(F) .  Par d6finition m6me de/3, d6s que n est 

assez grand, donc infl~i_<k, t7 assez grand, on a, s i x  > 1, R(t7x)/R(tT)> Bx -b 

avec B > 0 .  D'ofl R , ( x )  > E~-"_~ ATBx -b = Bx -b et h la limite R ( x ) > B x  b. I1 ne 

peut donc y avoir de loi stable d 'exposant  p > b dans D C ( F )  et en choisissant b 

arbi t ra irement  voisin de /3 on obtient le r6sultat pour  p >/3. 

De m~me si a = 0 il n 'y a rien ~t montrer.  Si a > 0 et si 0 < a < a, on montre  

comme pr6c6demment que s ix  > 1, R ( x ) <  Ax-"  et on en d6duit qu'il ne peut y 

avoir de loi stable d 'exposant  inf6rieur ~ a dans DC(F) .  

THEOREME 2.6. Pour tout p, a <= p <= /3, (O < p <- /3 si a = 0 )  la loi stable 

d' exposant pes t  dans DC(F) .  

Pour montrer  ce r6sultat, nous allons 6tudier le compor tement  d'int6grales du 

type fo R ( tx)/R ( t )dA.( t ) ,  off les A, sont des probabilit6s port6es par  ]u,, oo[, 

u. ~ oo, plut6t que les combinaisons convexes auxquelles on reviendra ensuite 

par un d6coupage convenable de l'int6grale. Les techniques utilis6es pour  

l '6tude de ces int6grales sont assez proches de celles utilis6es par Lindenstrauss 

et Tzafriri dans leur 6tude des espaces d'Orlicz de suites [7]. 

A tout p => 0, on associe la fonction d6finie pour  x > 0 par 

hp(x) = xPR(x).  

Supposons d 'abord  a </3, et soit p, a < p </3. 

LEMME 2.7. II existe une double suite (u., v,, n >= 1) de r~els telle que 1 <= u. <= 

v. pour tout n, l i m ~ u o  = l i m ~ v ~ / u ,  = ~ et hv(x )> hp(u,)= hp(v.) pour 

U,, < X < U.. 

Du choix m$me de p, a < p </3, et de la continuit6 de la fonction hp, il r6sulte 

qu'h toute suite croissante (~-o, n > 1) de r$els tendant vers rinfini on peut faire 

correspondre des r$els arbi trairement  grands x. < y. < z. < t. tels que 

he(y.)/h~(x.) = hp(z.)/hp(to) = r.  pour tout n _--> 1. Notons w. celle des deux 

quantit6s y. ou z. o6 h~ prend la plus grande valeur et soient 

u~ = sup{x, x <- w~, h~(x )= max (h~(x.), h~(t.))}, 

v. = inf{x, x >-_ w~, h~(x) = max (h~(x.), h~(t.))}. 

On a bien alors h e ( x ) >  h~(u.)= hp(v . )pour  u. < x  < v.. 
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p P De plus v . /u .  > w . / u .  et w . / u .  > wP.R(w.) /uP.R(u . )= r., 

quand n ---> ~. 

d'ofl v . / u .  --*~ 

On a 

Soit (u., v., n -> 1) la double  suite d6finie au lemme 2.7 et soit h.  la probabil i t6 

sur R + d6finie par  dh . ( t )  = (1 /D. )  R (t) t p-' 1 t ..... l(t) dt off 1 t ..... j(t) est la fonct ion 

f~: R (t) t dt. indicatrice de l ' intervalle [u., v.]  et D .  = ~ P-~ 

On d6finit la fonct ion G., pour  x > 0, par  

lf[~ G . ( x )  = ~ ]  R ( t x ) t p - l d t .  
n 

On en d6duit  

f o dt > h = log D , =  h p ( t ) t  p(u . ) log  u2 2 hp(v,) . 
n 

Par changement  de variable,  il vient,  

G . ( x )  = ~ -  R ( t ) t e - ' d t = x  -p 1+  n ( t ) t " - ' d t  
nx n x  

1 f o.. dr]. + ~-~- j~. R ( t )  t p-~ 

Supposons  d ' abord  1_-< x _-<p,, la suite (p,,n->_ 1) 6rant pr6cis6e 

u l t6r ieurement .  On a 

R(t ) t~-~dt  = h~(t < sup hp(t) - - .  
n n u n ~ t ~ U n x  t 

Soit O, 1 =< 0 _-< x tel que sup..~,~. . ,  hp(t) = hp(Ou.); on a 

he(Ou. ) = Op R(Ou. )  < Op <__ xp" 
hp(u~) R ( u . )  = 

1 f~i-* x " l o g x  p~ logp .  - ~  R ( t )F - '  dt <= <_ 

PROPOSITION 2.8. On suppose a < [3. Alors pour tout p, a ~ p <= [3 (0 < p <- 

si a = 0), il existe une double suite de r~els (un, v., n >= 1), 1 =< u. < v,, l i m , ~  u. = 

l i m . _ ~ v , / u ,  = oo et une suite {h., n => 1} de probabilit~s, de supports respectifs 

[ u., v. ], telles que la suite des fonctions f ~: R ( tx )/ R ( t ) dh , ( t )  converge, pour tout 

x > O, vers la fonction x-P, x > O, quand n --* ~. 
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En choisissant la suite ( o . , n -  1) telle que l im.~=O. = ~ et 

lim~_~[p", logp./ log(v. /u.)]  = O, on a 

f UnX 
.~lim -~.1 R (t) t p ' dt = 0 pour  x = > 1. 

1 D  ~" On mont re  de m~me que l i m . ~ (  / .)fo: R( t ) t~- 'd t  = O, d 'o5  f inalement 

lim G . ( x ) = x  -p si x > l .  

On  traite de m~me le cas 0 < x _-< 1. Soit maintenant  0 < p. _-< x N 1. La suite 

(u., n _-> 1) 6tant croissante vers l'infini avec n, on peut  choisir la suite (O., n _-> 1) 

a (y/x)-~< R ( y ) / R ( x ) ,  ddcroissante vers 0 avec p.u.  > 1 pour  tout  n. On 

1 =< x < y. En ra isonnant  c o m m e  ci-dessus, on obtient  

on a 

1 
O p : log ~--~- 

-~. f..~ R (t)tP-tdt < 
log u~ 

En choisissant la suite (p., n => 1) telle que lim.~| O. = 0 et 

lim P " - 2 1 ~  = 0, 

"-~ log v---z~ 
U,, 

lim R( t )  t p - ld t=O pour  0 < x  < 1 .  n ~  MX 

En proc6dant  de m6me on obt ient  aussi l i m . ~  (1/D.)f~ R (t)tP-ldt = 0 pour  

0 < x = 1, soit f inalement 

l i m G , ( x ) = x  -p si 0 < x - < l .  

I1 s 'ensuit  que pour  tout  x > 0 ,  l i m , ~  G,(x)  = x -p, d'ofl la proposi t ion si 

a < p < / 3 .  

PROPOSITION 2.9. Si a < ~, pour tout p, a <--_ p <-_/3, (ou 0 < p <--_/3 si a = O) la 

loi stable d'exposant pes t  dans DC(F).  

Soit d ' abo rd  p fix6, a < p </3,  et soit pour  tout  entier  n -> 1, u. = t~ < t~' < 

�9 . . < t ~ . < v , < t "  = k.., une suite croissante de r6els tels que pour  tout  j 

0, 1,- �9 k., on ait 
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ft tT+~ fu ~ t p 'dt= R(t) tP- 'dt=D..  
7 

Une telle suite existe puisque 

R t)te-'dt<=R(u, tP-~dt<= tP-'dt. 
n n 

I1 existe donc une valeur t~' _-< v. d6s que R(u.)_-< 1. D6finissons les fonctions 

G__~. et G.  par 

k l t "  n 
t j + l  

b-- 2 Z R(t;,x) J, j = O  j 

On a 

et 

1 k f,7" _ _  t j + l  

a.(x) = ~j~=o R(tTx) 

k n - I  

tV-'dt = ~ R(tT+~x), 
j = O  

k n 

tP-'dt = ~. R(tTx). 
j = O  

G.(x)<= G,(x)<= G~ 

~k - 1  

G'---~.(x)-G.(x) = R(t~.x)+ ~. (R(tTx)- R(t?+~x))= R(t~x)= R(u.x). 
j = 0  

Pour tout x > 0 fix6, lim._~ xu. = ~ et par cons6quent l i m . ~  R (u.x) = O. 
La fonction G. peut 6tre consid6r6e comme la fonction R associ6e h la 

variable E~_"0 YT/t7 o?a les Y7 sont des variables al6atoires ind6pendantes, 

ind6finiment divisibles, de m6me loi de probabilit6 d6finie par (0, H) ;  la suite des 

variables Z~,~ Y~/t~ converge en loi, quand n ---> ~, vers une variable de loi stable 

d'exposant p. Les variables Y7 jouent ici le r61e de variables dont la loi de 

probabilit6 est la loi accompagnante de F. La suite des lois *~"~=~ F(tTx) converge 

donc aussi vers la loi stable d'exposant p. Puisque 

k k n 

lim G . ( 1 ) = l i m  G---~(1)= 1 et i R(t]x)=~.  R(t"j) R(tTx) 
. . . .  --~ j=o j=o R(tT) ' 

le r6sultat est ddmontr6 pour a < p </3. 

D'autre part D C ( F )  est ferm6, sauf en la loi d6g6n6r6e qui par hypoth~se n'en 

fait pas partie. Donc si on choisit une suite (p.,n->_ 1), p~ <13 telle que 

lim.~=p. =/3, la loi stable d 'exposant 13 si /3 < 2, ou la loi normale si 13 = 2, 

appartient ~ DC(F). De mfime si o~ > 0, la loi stable d 'exposant a est darts 

DC(F). 
Supposons maintenant 0 < o~ =/3. 
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Si a = /3  = 2, il r6sulte des propos i t ions  2.4 et 2.5 que la seule loi s table qui se 

t rouve  dans  DC(F) est la loi normale .  Supposons  donc  /3 < 2 et soient  

Y~ = l imsup  su>p xOR(x). lo = l iminf  ~n! xOR(x) et Lo _| yOR(y) 

Si l0 = 0 et Lo = ~, on obt ient ,  en p roc6dant  c o m m e  ci-dessus, que la loi stable 

d ' e x p o s a n t  /3 est dans DC(F). 

Sinon, posons  encore  p = a =/3.  Supposons  It~ > 0 et L~ < ~. II existe alors un 

t o > 0  et deux cons tan tes  0 <  A < ~  et 0 <  B < ~  tels que  si t -  to, x > 1, on ait 

B < hp(tx)/hp(t)< A. Soit encore  G .  la fonct ion d6finie pou r  x > 0  par  G.(x) = 

(1/D,)f~,R(tx)  t p-' dt oil (u., v,, n >= 1) est une double  suite de r6els, 1 -< u. < v. 

pou r  tout  n e t  l i m , ~ = u ,  = lim,~=v./u. = ~. D~s que u._-> to, on a D ,  > 

Bhp(u.)log(v, /u,)  et D ,  > (1/A)hp(v.)log(v,/u,) .  Si x _-> 1, 

et 

1 f..x 1 x p x p D--~ . R(t)tP ~ dt <-~. R(u")UP"p < 1 
Bp log u~ 

_•.foV.XR(t)tP ,d t<AxP 1 
n P log u~ 

D ' o ~  l i m , ~  G.(x) = x -p pour  x > 1. 
Si x < 1, dbs que u,x >= to, 

et 

~X 

1 uP 
R(t)tP-' dt < - ~  R(u.X) p 

X p I R ( u . ) u " . - ~ p < - - - -  X -p  1 

B : p .  v. log  

fovn x D. R(t )  t p i dt < _ _  
n 

A x  -p 1 

B p l o g " "  
U,, 

D'o~ ,  pou r  tout  x > 0 ,  l i m , ~ = G , ( x ) =  x p e t  la loi s table d ' e x p o s a n t  p e s t  

dans  DC(F). 

Supposons  ma in tenan t  l~ = 0 et L~ < ~. I1 existe alors x0 > 0 et une cons tan te  

A, 0 < A < ~  tels que hp(y)/hp(x)<A pour  y > x > x 0 .  Alors  le r appor t  

hp(y)/hp(x) est aussi born6 in f6r ieurement  loca lement .  Plus pr6c is6ment  
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LEMME 2.10. S'il existe une constante 0 < A < ~ telle que hp(y )/hp(x ) < A,  

X o < x < y ,  alors pour tout m, O < m < l, il existe une double suite de r~els 

(u., v., n => 1), telle que 1 <= u. < v. pour tout n, l i m . ~  u. = l i m . ~  v. /u.  = ~ et 

hp ( v. )/ hp ( u, ) > m e t  une constante B > 0  telle que B < hp (y )/ hp ( x ) pour u. < x < 
y < v . .  

A tout  m, 0 < r e < l ,  et u>xo ,  on associe  v ( u , m ) = i n f { v > u ,  hp(v)< 

m hp(u)} et on no te  A(u, m )  = v(u, m)/u. A l o r s  l im s u p . ~  A(u, m )  = ~.  En effet 

s ' i l  exis ta i t  un m tel  que  l imsup ._=  A ( u , m ) < o %  on pou r r a i t  t r ouve r  une  

cons t an t e  )to te l le  que  A (u, m )  < A0 pou r  u > Uo, et p o u r  tout  n _-> 1 un v. tel  que  

hp(v.)/hp(u)< m" et v, /u.  < A~. D'ofa 

1 
log - -  

he(v') < m'O,,O./.,/'O,~o= (-~)-P m > 0 "  
hp(u) avec P = logA----~ 

O n  en d6dui t ,  si v. =<y < v , + l ,  R ( y ) / R ( u ) < R ( v . ) / R ( u ) < ( v . / u )  -~p+~ d'of i  

R ( y ) / R ( u ) <  Ag+o(y/u) -~+~ ce qui  est con t r ad i c to i r e  avec le fait  que  p = a. 

Pu i sque  l i m s u p . _ ~ A ( u ,  m ) =  ~ ,  il exis te  une d o u b l e  sui te  (u.,  v,, n => 1) te l le  

que  1 =< u. < v, p o u r  tou t  n et l i m . ~  u, = l i m . ~  v,/u,  = oo pou r  laquel le  

h~(y)/hp(u.)> m pour  u. < y < v. et pa r  cons6quen t  

m he(y ) he(Y) he(u") p o u r  u. < x < < 
--A <hp( x ) =hp( u . )  " hp(x) y v.. 

D'of i  le r6sul ta t  en fa isant  B = m / A .  

Cons id6rons  encore  la fonc t ion  G.,  d6finie p o u r  x > 0  pa r  G . ( x ) =  

(1/D.)f~..R(tx)tP-ldt,  les sui tes  (u . ,v , ,n  >= 1) 6tant  d6finies c o m m e  dans  le 

l e m m e  2.10. A l o r s  pou r  tout  u . < t < v . ,  B < h p ( t ) / h p ( u . ) < A  et B <  

hp(v.)/hp(t)< A, d'ofa encore  D .  > Bhp(u , ) log(v . /u , )  et D .  > 

(1/A)hp(v , ) log(v , /u . ) .  Pour  x =>1, on ob t i en t  les m~mes  m a j o r a t i o n s  que  

c i -dessus  et la c o n v e r g e n c e  de G ,  (x)  vers  x -p q u a n d  n ~ oo. S i x  < 1 on a encore  

la m~me  m a j o r a t i o n  que  p r 6 c 6 d e m m e n t  p o u r  (1/D,)f;:~R(tx)tP-ldt.  

Cons id6 rons  m a i n t e n a n t  f~:x R (t) t p-' dt. Pour  tout  b > p, il exis te  une  cons- 

t an te  B > 0  tel le  que  si 1 < t < u., a lors  B(u , / t )  -~ < R(u . ) /R ( t ) .  Pour  n tel  que  

u.x > 1, on a donc  

un  ~u a~ R ( t ) t P - ' d t < R ( u . ) u ~  tP-b-~dt<R(u, )  p x ~  -b_ 
u" b - p  nX nX 

et doric 
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1 ("" l x  ~-b 1 

L -~. ~ R( t ) tP  ' dt < B p logu~ 

On a donc encore lim._~ G . ( x )  = x p pour 0 < x < 1 et finalement pour x >0 .  

La loi stable d'exposant p e s t  dans DC(F) .  

On peut montrer  un lemme analogue au lemme 2.10 si l~ > 0 et L~ = oo et en 

d6duire que la loi stable d 'exposant p e s t  dans DC(F) .  D'ofi 

PRoPosrnoN 2.11. Si 0 < a = / 3 < 2 ,  la loi stable d'exposant a est dans 

DC(F) .  

Le tb~or~me 2.6 se d~duit des propositions 2.9 et 2.11. 

Comme nous l'avons vu, si fl < 2, la loi normale n'appartient pas au d~riv6 

convexe de F. Or pour tout p, 0 -  p _-< 2 

1 + V(y) 
y R(y)=ym(y) y2H(y) 
xPR(x)  x " H ( x )  1+ V ( x )  " 

x2H(x )  

Par la proposition 1.3, /3 < 2 est 6quivalent h l 'existence d 'une constante m > 0 

telle que 0 <  V ( x ) / x 2 H ( x ) <  1/m pour x >0 .  D'ot~ 

m y " H ( y ) < y ~ R ( y ) < m + l  yPH(y)  
m + l xPH(x)  xPR(x)  m xPH(x)" 

Si on d6finit deux indices a partir de la fonction H, soient 

a u = s u p  p, l imsupsuP xPH(x y>~ oc , 

/3u=in f  {p, l iminf inf YPH[Y-)>O} 
~ y>~ x P g ( x )  ' 

alors si /3 < 2, aH = a et /3, =/3. De plus par la proposition 2.4, si/3 = 2, alors 

/3, = 2. D'ot) 

PROPOSITION 2.12. L 'indice /3 ne d@end en fait que de la [onction H, queue de 

la loi de probabilit~ F, et par consdquent aussi l' appartenance de la loi normale au 

dgrivg convexe de F. Si fl < 2, c' est-fi-dire si la loi normale ne fait pas partie de 

D C  ( F), l' intervalle ( a, fl ) dgterminant les lois stable de D C  ( F) ne d@end que de 

la fonction H. 



Vol, 28, 1977 LOI DE PROBABILITI~ 305 

Si/3 = 2, a lors  a .  <= a.  En  effet si a n  = 0, c 'es t  clair ;  si a .  > 0, soit  0 < a < a .  ; 

il exis te  xo > 0 et une  cons t an t e  A > 0 tels que  

De 

V(y) = V(x) - f f  

on t i re  

H ( y )  < A Xo< x < y. H(x) 

u 2 d H ( u )  = V (x )  + x 2H(x ) - y ZH(y) + 2 f f  u H (u )  du, 

U(y)_<- U(x)+ 22~_Aax~176 

Puisque  x 2 H ( x ) ( U ( x ) ,  on en d6dui t  

( + 2 A  '] x aR yaR(y)<- 1 2 - a }  (x ), 

2A 
soit  en posan t  A '  = 1 + 2 -  a '  

Y~R(Y) < A , 
xOR(x) - �9 

Par  cons6quent  a < a et a .  <= a. 

S i /3  = 2, la conna i s sance  de  aH n ' i m p l i q u e  donc  h pr ior i  aucune  i n fo rma t ion  

sur les lois s tables  de  D C ( F ) .  Par  e x e m p l e  soit  la loi F sym4t r ique ,  con t inue ,  sur  

R, d6finie pa r  H ( 1 )  et pou r  x > 1 pa r  

2 

H ( x ) =  H(Jc2.)~-~ si xz. ~ x <= X2n+l~ 

H ( x )  . . . .  x~+~ < = ~ t x 2 . + l ) - - ~  si x2.+1 = x --<_ x2.+2, 

avec 0 < a < 2 et (x., n - 1) une  sui te  c ro i ssan te  de  r4els posi t i fs  tels  que  Xo = 1 

et l i m . ~  x. = ~.  O n  pose  r. = xz.+~/x~, et p.  = x:.+dx2.+l. S i r .  ~ oo, O. ~ oo et 

o2.-"/log r. --+ 0 q u a n d  n ~ 0% a n  = a , / 3 .  = 2 et la seule  loi s tab le  de  D C ( F )  est 

la loi normale .  

Par  con t re  si on poge 02. = x:.+dx2.+l, z2.+~ = O. x2.+~ et si on cons id~re  la sui te  

des  fonc t ions  de L6vy (M.,  n -> 1) d4finies pa r  

M . ( x )  = H(zz.~-,x) 
H ( z ~ . . , )  ' x -> 0 ,  
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alors l i m . ~  M . ( x )  = x -~ pour tout x >0 ,  lim~_o l i m s u p , ~ f ~ y ~ d M . ( y ) =  0 et 

la loi stable d'exposant a figure dans le d6riv6 convexe de F. 

Remarquons encore que d'aprbs ce qui pr6c~de/3 = 2 si et seulement si la loi 

normale est dans DC (F) .  Or la proposition 1.3 implique d6j/~ que /3 = 2 si et 

seulement si la loi normale est dans D(F) .  L'introduction du d6riv6 convexe de 

F n'apporte doric rien en ce qui concerne la loi normale, ce qui n'est pas le cas 

pour les autres lois stables. 

3. Compacit6 stochastique 

Une famille (F~,i~ I) de lois de probabilit6 est dite stochastiquement 

compacte (ou plus bri~vement compacte) si de toute suite (F,., n _-> 1) issue de la 

famille on peut extraire une sous-suite qui converge vers une loi de probabilit6 

non d6g6n6r6e. I1 s'agit donc de compacit6 au sens de la convergence 6troite 

avec la restriction que les limites ne sont pas d6g6n6r6es. 

Par abus de langage on dira 

DEFINITION 3.1. Une loi de probabilit6 F est dite compacte si et seulement si 

l 'ensemble de ses,puissances (F"' ,  n => 1) l'est. 

Autrement  dit, la loi de probabilit6 F est dite compacte si et seulement s'il 

existe deux suites de r6els (a,, b,, n = 1), a.  > 0, b, reel telles que la suite des lois 

de probabilit6 {F"'(a.x  + b,), n >= 1)} soit compacte. 

Feller a 6tabli le crit~re [5]. 

THI~ORI~ME (Feller). Soit F une loi de probabilitd symdtrique sur la droite r~elle. 

Les conditions ~quivalentes 

a) limsu p 
v ( t )  < ~; 

b) il existe des constantes 0 < r < 2 et c > 0 et un rdel ~" > 0 tels que 

V( tx )  
V ( t ) < Cx '  pour t > r , x > l  

sont ngcessaires et suffisantes pour que la loi de probabilit~ F soit compacte. 

Supposons maintenant que, comme pr6c6demment, la loi de probabilit6 F est 

sym6trique et satisfait aux hypotheses HI et H2. Les conditions de Feller sont 

alors celles de la proposition 1.2 avec r = 1. Avec les notations du paragraphe 

pr6c6dent, le th6or~me de Feller s'exprime dans ce cas, 
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THt~ORI~ME 3.2. Soit F une loi de probabilitE symEtrique d' indices (a, fl ). Alors 

F est compacte si et seulement si c~ > O. 

Les conditions de Feller sont en eitet 6quivalentes, d'apr~s la proposition 1.2, 

la condition 

R ( tx)< Cx,_2, t > ~, x > 1 
R ( t )  

avec 0 < r < 2, et C > 0, d'o~ le r6sultat. 

Soit maintenant (X. ,n _-> 1) une suite de variables al6atoires r6elles 

ind6pendantes, d6finies sur un espace de probabilit6 (~, M, P). On suppose les 

variables sym6triques et on note F, la loi de probabilit6 de 2(.. 

On note [X,0] le compl6t6, pour une m6trique invariante par translation 

associ6e ~ la convergence en probabilit6, de la vari6t6 lin6aire constitu6e des 

combinaisons lin6aires des X,,; si pour p > 0, les variables 3(. sont toutes dans 

L P (12, ~t, P), on note [X, p] le compl6t6 dans L p de cette m6me vari6t6 lin6aire. 

Pour 0 ~ p  < 2, soit fp,. la fonction r~elle d6finie sur la droite r6elle, 

sym6trique, telle que pour y _-__ 0 

/e'"(Y)= Y2fo'" u2dF"(u)+ Y" flS, uPdF"(u)" 

On remarque que/p. . (y)  = E[(yX.)  2 ̂  (yX.)P]. 

On sait [2] que pour toute suite (c., n > 1) de r6els, la s~rie Z~=~ c.X.  converge 

dans L p, (resp. en probabilit6) si et seulement si la s6rie E~=~/p..(c.) (resp. 

E~=~/0,,(c,)) converge, 

On se propose maintenant d'6tablir un crit~re de compacit6 d'un type 

ditt6rent de celui de Feller. 

THEOREME 3.3. Soit F une loi de probabilitE symEtrique sur la droite rEelle et 

soit (X,, n >= 1) une suite de variables alEatoires indEpendantes, de m~me loi F. 

Alors la loi F est compacte si et seulement s 'il existe un reel p, 0 < p < 2, tel que 

i x , 0 ]  = [x,p]. 

Supposons d'abord F compacte. On note fp et f o l e s  fonctions d6finies 

ci-dessus associ6es/~ la loi F. I1 suflit de montrer qu'il existe un r6el p, 0 < p < 2, 

tel que les fonctions )Co et fp soient 6quivalentes pour y < 1. 

Les fonctions fo et fp s'6crivent, en int6grant par parties, 

f~ = -  fo" uZdH(u)+ H ( 1 )  = fo"' u H ( u ) d u ,  
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fp(y)=2Y2Jo uH(u)du+pyP u P- '  H ( u )  d u .  

off 

avec 0 = B 
Puisque 

on a 

soit 

xP-1 
B - - -  yC. 

P 
Puisque r < 2, on peut toujours trouver un p > 0 tel que p + r < 2. Pour un tel 

p, la s6rie E~o x (p-2§ est convergente et 

~k=O x(P-2+r)k. 

fp(y) = y~V(1 )  + H ( 1 ) +  pyPf,~ u p-' H(u)du 

fp(y)<(pO+ 1) ( y 2 V ( 1 )  + H ( 1 ) ) ,  

/p(y) < (pO + 1)/o(y) 

pour 0 < y < 1. Comme fo(y)<  fp(y), les fonctions fo et fp sont 6quivalentes et 
[X, O] = [X, p ]. 

Pour x > 1, fixr 

x e - 1  
YP /y~ up-'n(u) du = YP 3xk/Y[x~*'/' uP-'H(u) du < P 

k=O 

L'hypoth6se de compacit6 entraine, par le th6or6me de Feller et la proposi- 
tion 1.2, 

H < yx2 - V 

et 

' f,2 <.2oX,. 
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Supposons qu' inversement il existe p, 0 < p < 2, tel que [X, 0] = [X, p]. 11 en 

r6sulte que pour tout p', 0 < p' < p, on a [X, 0] = [X, p'] = [X, p]. Fixons p '  = p/2 
et riotous 11 la norme ou la quasi-norme selon que p -> 1 ou p < 1. 

L 'ensemble E = {Z E [X,p], Ilzllp,== 1} est relativement compact en loi 

puisque pour tout e > 0, P{[ Z ] > e } < e-P/~ pour tout Z E E. Montrons que la 

loi d6g6n6r6e (ici Z telle que P(Z = 0 )=  1 puisque toutes les variables sont 

symdtriques) ne f a r  pus partie des lois limites. Puisque [X,p] = [X,p/2], alors 

II z = 1 entraine [[ Z II, < c pour tout Z E E, avec C > 0, et {1Z I p/~, Z E E} 

est un ensemble 6qui-int6grable puisque pour tout n => 1, 

,~,~,~>,, IZl"'2dP <- - [Zl"dl:' [P(IZI"'~>n �9 

D'ofi 

L izj ,2dP ( ) ''2 
On en d6duit 

1 E(,ZI =f~ 'Z'P/2dP+f~ IZJP/2dP+f ~ ' Z '  pndP 
IZIP/2<__II2} t/2<lZ[Wz~nl IzIP/ >n} 

et 

1,2 qz,p,2    I z fp'2de > 

ce qui entra~ne que Z n'est pas de loi d6g6n6r6e. 

Choisissons maintenant la suite (an, n _-> 1) de r6els telle que Yn =(X1 + " + 

X.)/an soit duns E pour tout n => 1 (c'est-~-dire a. = II x ,  + . . .  + x~ lip,2). La 

suite (an, n _-> 1) est telle que l i m . ~  a. = o~ La loi F est doric compacte. 

REMARQUE 3.4. L'6nonc6 du th6or~me pr6c6dent implique seulement i'exis- 

tence d'un p, 0 <  p < 2, tel que [X,p] = [X,0]. On peut pr6ciser les valeurs de p 

plus compl~tement. En effet duns la d6monstration du th6or~me 3.3, il apparait 

qu'un p convenable est tel que p + r < 2. Par d6finition de a et ia proposition 

1.2, toutes les valeurs de p, 0 < p < a conviennent. 

REMAROtJE 3.5. I1 est ~ rioter que duns le th6or6me 3.3, l 'existence d 'un  p tel 

que [X,0] = IX, P] est prouv6e sans qu'il ait 6t6 fait d'hypoth~se sur l 'existence 

de moments  pour la loi F. 

REMARQUE 3.6. Puisque pour tout x > 0 ,  fo(x)= R(1/x), on a aro = ~ et 

13io = I3 o~ alo et ~3to sont d~fin~s, comme dans [7], pour  les fonct~ons d'Orlicz par 
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aro = sup {p, lim sup sup xPf~ < oo} 
y'/o(X) 

{ m2on x'f~ ) > o } /3:0-- inf p, li f infy<x yPfo(x) " 

Par cons6quent, si [X, 0] = lro, les indices de la loi F et de la fonction fo sont les 

m~mes. 

4. Isomorphismes 

Soit comme pr~c6demment F une loi de probabilit~ sym6trique sur la droite 

r6elle et soit (X., n _-> 1) une suite de variables ai6atoires r~elles, ind~pendantes, 

d6'finies sur un espace de probabilit~ (12, sO, P), de m~me loi F. 

On note encore f0 la fonction d6finie pour y ~ 0 par 

f: f0(y) = (y2u2 ^ 1)dF(u) 

et soit f ;  la fonction d6finie pour y _-> 0 par 

f~(y) = f f  O(yt) dt, 

or? qJ(t) --- 2fo (1 - cos ut) dF(u) est la seconde fonction caract6ristique de la loi 

ind6finiment divisible accompagnante de F. Les fonctions f0 et f ;  sont 

6quivalentes [1] et la convergence de la s~rie I~=1 c,X. en probabilit6, (c,, n = 1) 

suite de r6els, 6quivalente h la convergence de la s6rie E7=1 f0(c,) est donc 

6quivalente aussi h la convergence de la s6rie E~=~ f~(c,). 
D'autre part I'espace [X, 0] est un espace F-norm& deux espaces F-norm6s E 

et E '  sont isomorphes s'il existe une application lin6aire, continue, biunivoque 

de E sur E ' ;  si E est isomorphe ~ un sous-espace de E', on dit que E se plonge 

isomorphiquement darts E [8]. 

A l'aide des r6sultats des paragraphes pr~c6dents, on va montrer 

THt~ORI~ME 4.1. Soit (X,,n >= 1) une suite de variables aldatoires rdelles, 
inddpendantes, symdtriques, de m~me loi de probabilitd F. Pour tout rdel q, s' il en 
existe, tel que la loi stable d' exposant q soit dans le ddrivd convexe de F, l' espace I q 
se plonge isomorphiquement dans l' espace [X, 0] engendrd par la suite (X,, n >- 1). 

Nous allons construire, pour montrer le th6or~me, un sous-espace de [X,0] 

isomorplae/t un tel I q, e n  utilisant une technique par "blocs" usuelle en th6orie 

des espaces de Banach [7]. 

Supposons donc que le d6riv6 convexe de F contienne des lois stables autres 



Vol. 28, 1977 LOI DE PROBABILITI~ 311 

que la loi normale et soit q l 'exposant d'un telle loi. Soit (Z~, n _-> 1) la suite des 

variables al6atoires, construites h partir des variables ,If., de la forme Z~ = 
~ k  - n  n " k n s~=oXs/ts clont les lois de probabilit6 ~j"=oF(t~x)convergent vers la loi stable 

d'exposant q. Les variables Z .  peuvent &re construites h partir de variables X 7 

distinctes pour chaque n, ce que nous ferons. Ceci entra~ne que la suite 

(Z,, n => 1) est ind6pendante. Si on note [Z,0] le compl6t6 de la vari6t~ 

engendr6e par les combinaisons lin6aires des variables Z., il est clair que 

[Z, 01 C IX, 0]. 
Soit - 4J~ la deuxi~me fonction caractSristique de la loi accompagnante de Z.  

�9 k 

c'est-h-dire la deuxi~me fonction caract6ristique de la variable Ej'--o YT/t7 avec les 

notations de la proposition 2.9. D'apr~s ce qui precede, la s6rie E7=1 c.Z., 
(c , ,n=>l)  suite de r6els, converge dans [X,0] si et seulement si 

ET=, f~ @~(c.t) dt < ~. 
Par construction m~me des variables Z,, la suite des fonctions ~ ( t )  converge, 

uniform6ment sur [0, 1], v e r s t  o quand n ~ oo. Soit e > O; pour tout n _-> 1, on 

peut trouver une variable Zs~ telle que 

E 
I +~,(t)-  tq I < ~-;, 0 < t < l .  

Pour toute suite (cn, n => 1) de rdels telle que sup, I c. I =< 1, on a de m6me, pour 

tout n = 1, 

I ~  ~ I ~ 1 
~b,,(c,t)- [c, [~176 < e ~ ,  

i = 1  i ~ 1  " =  

d'ofl 

1 ~ l c i l O _ e ~  1 fol(  ) q + 1 ,~1 ,~1 2 - 7 <  ,=1~ ~bj,(c,t) dt 

i = l  i = l  

I1 s'ensuit que X~=, c,Zs. converge dans [X, 0] si et seulement si (c., n _-> 1) E I q. 

Le sous-espace [Z, 0] de [X, 0] est donc isomorphe ~ I q, d'o~ le r6sultat. 

Supposons maintenant que la loi F est stochastiquement compacte. Alors par 

la remarque 3.4, pour tout p, 0 < p < a, [X, 0] = [X, p]. Ces espaces sont alors 

des espaces p-norm6s et m~me des espaces de Banach si a > 1. De m~me les 

espaces I q, a <-q <= ~, sont des espaces p-norm6s ou des espaces de Banach 

selon que q < 1 ou que q -> 1. 

On obtient dans ce cas 
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THI~ORI~ME 4.2. Soit (X,,  n -> 1) une suite de variables al~atoires, r~elles, 

ind~pendantes, de m~me loi de probabilit~ sym~trique F, d~finies sur un espace de 

probabilit~ (~, ,~t, P). On suppose que F est stochastiquement compacte et soient ot 

et /3 ses indices. Alors pour tout q, ~ < q </3, l' espace ! q se plonge isomorphique- 

ment dans [ X, p] pour tout p, 0 <= p < et. 

La d6monstration est ceile du th6or~me 3.3. On montre que le sous-espace 

[Z,0] de [X,0] est isomorphe h I q pour a -< q =</3, il en est de m6me de [Z,p], 

sous-espace de [X,p], p < a, d'ot3 le r6sultat. 

Selon les valeurs de p et q, on peut obtenir 1~ des isomorphismes d'espaces 

p-norm6s ou d'espaces de Banach. 
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