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ABSTRACT

The *“‘convex derived set” of a symmetric probability law F on the real line is
defined as the set of limits of laws *:‘1. F(t7x), inf 5 <, 17— if n— o and the
stable laws it contains are exhibited. A new criterion of stochastic compacity of
the set of the powers of a probability law is established. Finally, an isomorphism
theorem between some ” and L spaces is given.

0. Introduction

L’objet de ce travail est d’étudier certains théorémes de convergence étroite
de lois de probabilité et d’en déduire la généralisation a des espaces non
localement convexes d’un résultat de Lindenstrauss et Tzafriri {7].

Etant donnée une loi de probabilité symétrique F sur la droite réelle, on
cherche quelles sont les lois stables qui peuvent étre obtenues comme limites de
lois de sommes de variables aléatoires indépendantes de loi F, convenablement
normalisées.

L’étude du dérivé D(F) de la loi F, ensemble des points d’accumulation non
dégénérés, pour la convergence étroite, de I'ensemble des puissances de F au
sens de la convolution, a permis a2 Doeblin [3] de caractériser le domaine
d’attraction des lois stables non normales et d’obtenir de nombreux résultats
concernant les domaines d’attraction partielle.

On généralise ici cette notion en considérant le dérivé convexe de F, soit
DC(F), ensemble des points d’accumulation de la classe des lois des sommes de
variables  aléatoires indépendantes, uniformément asymptotiquement
négligeables, construites a partir de F. On montre alors dans le paragraphe 2
qu’on peut associer a F deux réels « et B, 0= a = 8 =2, tels que la loi stable
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d’exposant g appartienne 8 DC(F) si et seulement sia =g=B (0<qg =8 si
a =0).

La condition 8 =2 est équivalente au fait que la loi normale fait partie de
DC(F). Elle est aussi équivalente, par le théoréme de P. Lévy, au fait que la loi
normale est dans D(F). En ce qui la concerne, I'introduction de DC(F)
n’apporte donc rien. D’autre part si la loi normale n’appartient pas 8 DC(F),
soit si B < 2, les constantes « et 8 ne dépendent en fait que du comportement 2
I'infini de la fonction H, définie pour x = 0 par H(x)=1- F(x), ¢’est-a-dire la
queue de la loi F.

De plus la condition « > 0 est équivalente au critere de compacité obtenu par
Feller [5] pour I'ensemble des puissances de F. Au paragraphe 3 on montre que
ce critere s’exprime encore de la fagon suivante: soit (X,, n 2 1) une suite de
variables aléatoires indépendantes de méme loi symétrique F définie sur un
espace de probabilité (Q, &, P); on note [X, 0] le complété pour une métrique
invariante par translation associée a la convergence en probabilité de la variété
linéaire engendrée par la suite (X, n = 1) et [ X, p] la fermeture dans L?, p >0,
de la méme variété: alors la loi F est stochastiquement compacte si et seulement
§’il existe un p >0 tel que [X,0]=[X, p] (et donc [X,0]=[X,p’], 0<p'=p).

Enfin, dans le paragraphe 4, on montre que tout espace [, a = q =, est
isomorphe a un sous-espace de [ X, 0] et donc aussi de [ X, p'], 0 <p’=p, si la loi
F est stochastiquement compacte.

1. Rappels et résultats préliminaires

Etant donnée une loi de probabilité F sur la droite réelle, on note encore F sa
fonction de répartition. A toute loi de probabilité F on associe la classe des lois
définies par les fonctions de répartition F(ax + b), a >0, b réel, notée CI(F). La
classe dégénérée est la classe associée a la loi de probabilité affectant la masse 1
au point 0.

On dit qu’une suite de classes (CI(F,), n = 1) converge s’il existe dans chaque
classe CI(F,) un élément de la forme F,(a.x + b.) tel que la suite des lois définies
par les fonctions de répartition F,(a.x + b,) converge vers une loi de probabilité
non dégénérée. On dira, par un abus de langage usuel, que la suite des lois
(F., n = 1) converge, bien qu’il s’agisse en fait de convergence de classe des lois.

Etant donnée une famille infinie de lois (F,i € I), on dit qu’une loi F non
dégénérée est un point d’accumulation de la famille (F, i € I)s’il existe une suite
infinie d’éléments de la famille qui converge vers F et, suivant Doeblin, on
appelle dérivé d’une famille de lois ’ensemble de ses points d’accumulation.
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Il est essentiel dans les questions étudiées dans ce travail de ne considérer que
la convergence vers des lois non dégénérées. Si seule la classe dégénérée est
limite possible pour toute suite extraite de la famille, le dérivé est vide.

Soient F une loi de probabilité, F"" sa n**™ puissance de convolution. On

appelle ensemble des puissances de F I'ensemble des classes (C1(F""), n = 1).

DeérmniTion 1.1.  On appelle dérivé de la loi de probabilité F, et on note
D (F), le dérivé de '’ensemble des puissances de F. Quand une loi de probabilité
F’ est dans le dérivé de la loi F, on dit que F est dans le domaine d’attraction
partielle de F'. Si toute la suite (F", n = 1) converge vers F’, alors unique
élément de D(F), on dit que F est dans le domaine d’attraction de F'.

Au vu de ces définitions, deux types de problémes se posent naturellement: on
peut, étant donnée une loi de probabilité F, étudier son dérivé, en particulier
déterminer les lois qui en font partie. C’est ce qu’a fait en particulier Doeblin [3].
On peut aussi, étant donnée une loi F’', étudier son domaine d’attraction
partielle; par exemple [6].

Dans tout ce qui suit, on ne s’intéresse qu’aux lois de probabilité symétriques.

C’est pourquoi on se contentera d’énoncer les rappels nécessaires seulement
dans ce cas. Le dérivé d’une loi est uniquement composé de lois indéfiniment
divisibles. Une loi symétrique est indéfiniment divisible si et seulement si sa
fonction caractéristique ¢ est de la forme e avec yY(t)=o't’+
2[5(1—costu)dM(u) ot dM est la mesure de Lévy de la loi F, c’est-a-dire une
mesure positive telle que [5(u’A1l) dM(u)<w, et 0 =0 (la notation aAb
signifie I'infimum de a et b). A une mesure de Lévy dM, on associera la fonction
de Lévy M, continue & gauche, définie pour x >0 par M(x)= f7 dM(u). Une
fonction de Lévy est donc positive, décroissante, telle que lim,_.. M(x) = 0. Une
loi indéfiniment divisible est donc caractérisée par le couple (o2, M).

Toute loi indéfiniment divisible a un domaine d’attraction partielle non vide.
Dire qu’une loi F est dans le domaine d’attraction partielle d’une loi F' signifie,
dans le cas ou F est symétrique, qu’il existe une suite croissante d’entiers positifs
(k., n = 1) et une suite de réels positifs (a., n = 1) telles que la suite des lois
définies par les fonctions de répartition F*“(a,x) converge vers la loi F. En
d’autres termes, si les variables X sont toutes de méme loi F et indépendantes
pour chaque n, définies sur le méme espace de probabilité (2, &, P), la suite des
variables Z, = Ef:l X7/a. converge en loi vers une variable aléatoire de loi F’
quand n—>«. Les variables Xj/a. sont uniformément asymptotiquement
négligeables, c’est-a-dire que sup,=;si, P{| X7 |/a. > &£}—0 quand n — o, pour
tout £ >0.
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Or la suite des lois de probabilité des sommes ¢, =Ef:1§;' de variables
aléatoires indépendantes, symétriques, uniformément asymptotiquement
négligeables, de fonctions de répartition F] respectivement, converge si et
seulement si les lois indéfiniment divisibles de fonctions caractéristiques e *-,
avec ¢n(t)=Ef:12f3(1~cos tu)dF}(u), convergent, et les lois limites sont
identiques. Les lois indéfiniment divisibles définies par les fonctions ¢, sont
appelées lois accompagnantes des lois des variables .. [6].

Enfin, pour que les lois des variables ¢, convergent, il faut et il suffit qu’il
existe une fonction M, définie pour x >0, décroissante et telle que lim,_..M(x)
=0 et une constante o = 0 telles que lim,-. E::, (1-F5(x))= M(x) en tout
point de continuité de M et

kn £ kn £
lim lim inf >, f x*dF7(x)=lim limsup Y, j x2dF%(x) = o2
£ e =1 Jo Line n—e s j=1Jo

Parmi les lois indéfiniment divisibles, on distingue la classe des lois stables.
Une loi indéfiniment divisible, symétrique, est dite stable d’exposant p, 0 <p <
2, sile couple (o, M) est de la forme (0, Ax ?) avec A > 0. La loi normale o >0,
M =0, est aussi une loi stable qu’on appellera parfois par commodité loi stable
d’exposant 2. Une loi de probabilité symétrique F est dans le domaine
d’attraction d’une loi stable F’ s’il existe une suite de constantes positives
(aw n 2 1) telle que la suite des lois F*"(a.x) converge vers F' quand n — .

On prendra garde aux notations utilisées dans ce travail parfois 1égérement
différentes de celles de [6]; M est une fonction décroissante et ¢* la moitié de la
constante habituellement ainsi désignée.

Si F est la fonction de répartition d’une loi de probabilité symétrique, on note
H la fonction définie pour x =0 par

H(x)=1-F(x).

La fonction H peut étre considérée comme la fonction de Lévy de la
loi indéfiniment divisible de fonction -caractéristique e avec ()=
2f5(1 - cos tu) dF (u). Par abus de langage H sera alors appelée fonction de Lévy
de la loi accompagnante de F.

A Ja fonction F on associe encore les fonctions V et U définies pour x =0
respectivement par

v = [y are)= - [ yare),

U(x)= V(x)+sz(x)=j: (y*rx?)dF(y).



Vol. 28, 1977 LOI DE PROBABILITE 291

Dans tout ce qui suit on fera les hypothéses suivantes sur la loi F:

HypotHises. H;) H(x)>0si x =0,
H,) V(x)>0si x>0 et lim,_. V(x)=o,

L’hypothése H, se justifie par le fait que si la fonction H s’annule & partir
d’une valeur finie, la loi de probabilité F est dans le domaine d’attraction de la
loi normale et 'étude faite dans ce travail n’a plus de raison d’étre. Pour les
mémes raisons la variance totale est supposée infinie. De plus, dans les questions
étudiées c’est le comportement pour les grandes valeurs de x des quantités
considérées qui interviendra. Une modification locale de la loi F au voisinage de
I'origine de facon & avoir V(x)>0 si x >0 ne changera rien 4 la nature du
probléme.

Nous allons d’dbord établir quelques propriétés des fonctions H, V et U
associées a une loi symétrique F satisfaisant aux hypotheses H, et H..

ProrosiTION 1.2, Les trois conditions suivantes sont équivalentes:
a) Il existe une constante y >0 telle que

tH(t
40)

b) Il existe un réel r, 0 <r <2, et une constante ¢ >0 tels que

<y pour tout t>1.

U(tx) ,
0] <Cx pour x>1, t>1.

c) Il existe un réel r, 0<r <2, et une constante C' >0 tels que

V(x) '
1V(:)<Cx pour x>1, t>1.

(C’est la méme constante r qui intervient dans les conditions b) et c)).

L’hypothése ¢t > 1, faite par commodité, pourrait étre remplacée par t > 7 > 0.
De V(ix)= V(1) + [Fu*dF(u)= V(t)— [ u>*dH(u), on tire

1) PH(t)- H(x)) = V(ix)~ V(1) = r>x*(H (1) — H(x));
d’ou
U(tx)= V(ix)+ x*H(ix) < V() + x*H(ix) = x*U (1) + (1 - )V (¢).

Si la condition a) est vérifiée, on a U(t)<(y +1) V(¢t), d’oi

U(ex) < x*U(1) (1 —G"—fl)l—xi)
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Soit x> 1 fixé. En posant A, = 1— (x3—1)/(y + 1)x5 < 1, on a, pour tout ¢ > 1
U(txo) < Ax5U (1) = xsU (1),

avec 0 <r <2.Pour tout x > 1, on peut trouver k EN tel que x§ = x <x§*'. La
fonction U étant non décroissante,

U= Uexs™ ) s xEU@) = x5x'U®),

et en posant C = xg, on a U(ex)/U(t)< Cx', d’ou a) > b).
On en déduit

V(i) <U(tx)< Cx'U(t)< C(y + D)x"V(2),

soit en posant C’'= C(y +1), a) et b) = ¢).
De (1), on tire pour tout k €N, si c) est vérifiée,

PH(@x) = H(ix ") < (C'x" = Dx 7 V(x*) < (C'x" = 1)C'x** 2 V(1),

soit en sommant sur K,

PH()<(C'x"=1)C' > x*"2V(1).
k=0

Puisque x>1, la série Z{.,x*“? converge. En posant y=
(C'x"=1)C'Ziox*"™® pour x >1, on obtient t* H(t)< y V(t) pour t>1 et
c) > a).

On suppose maintenant U(tx)< Cx'U(t) pour ¢t >1, x > 1. De (1) on tire

V(tx)+ >x*H(1x) < Cx' (V(x) + £> H(1x)),

2.2
P H(x) xvgx ;" (1~ Cx"™)< Cx".

soit encore

Pour x >x, tel que 1— Cx;7>>0, on a t?’H(¢)<y'V(t) si t>x en posant
y'=Cx’/(1—- Cx""?). Pour avoir la relation pour ¢>1, remarquons que si
I<t=x on a PH@/VE)<tYV({E)<tIV(1)<x*V(l); en posant y=
v’ v x?/V(1), on obtient finalement *H(t) < yV(¢) si t >1, soit b) > a).

De fagon symétrique on a

ProrosiTiON 1.3.  Les trois conditions suivantes sont équivalentes:
a’) Il existe une constante m >0 telle que

2
m<t—‘—/I-%§2 pour t>0.
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b') Il existe un réel s, 0 <s <2 et une constante D >0 tels que

st<%((t_;r_)) pour x>1, t>0.

¢') Il existe un réel s, 0 < s <2 et une constante D' >0 tels que

D’x"2<%(%) pour x>1, 1>0.

(C’est la méme constante qui intervient dans les conditions b')et c').)
De (1), on tire
Ux)z U@)+ (x>~ 1) H(tx);
si a’) est vérifiée, c’est-a-dire si U(t)<(1+1/m)t*H(¢), on déduit
X

- __x=1
Uty < U(tx) (1 (1+,—i;)x2)'

Pour x,> 1 fixé il existe s, 0 < s <2 tel que x;°=1— (x5 —1)/(1 + 1/m)x;, d’ot
U(t) < x5 Ultxo).
Pour x >1, soit k EN tel que x§ =x <x§*". On a

U(tx)x ™ > U(txo)xo™ > U(t)xo’,

soit, en posant D = x5°, Dx*U(t) < U(tx) et a) > b').
On en déduit
1 U(x) S D U(@) = D

2.2 2 >—‘—“H(I)xs_2.
peL XL 1+L
m m m

H(tx)>

En faisant D'=D/(1+1/m), on a D'x* < H(tx)/H(t) si x >1 et a) et
b) > ¢).
Si ¢') est vérifiée on tire de (1)
Vx)- V()< x? (—& x* — 1) H(tx),

et pour tout k €N,

_t - _t_ _1_ 2-s _ )Lz_ <_t_) (_l__ z—s)i k(s—4),2
V(x") V(x"*‘)<(D"‘ V) H(zE) <5 ) o P HO).

D’ou
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V()< pat = DT x4 ) PH().

k(s

La serie £;-x““™ converge pour x >1; en posant

1

1 -2 < k(s—4
—=——(x"7-1 x*¢™ pour un tel x,
m DrZ( )kZO p

on obtient m < *H(t)/V(t), soit ¢’) > a’).
Si b') est vérifiée, on tire de (1)
Dx*(V(t)+ ?H(1)) < V(1) + ’x>H(1).
D’ou
Dx'—1_ H(t)
x*-1 V()

et b') > a’) en faisant m = (Dx* —1)/(x*— 1) pour un x tel que Dx*—1>0.
L’équivalence des conditions a) et ¢) a déja été montrée par Feller [5] pour la
proposition 1.2 et par Doeblin [3] pour la proposition 1.3.

2. Dérivé convexe

Etant donnée une loi de probabilité F symétrique sur la droite réelle, on
considere le probleme: quelles sont les stables qui peuvent étre construites
comme limites de lois de sommes de variables aléatoires indépendantes, de loi F
convenablement normalisée? L'étude du domaine d’attraction des lois stables
donne une premiére réponse a la question, le résultat le plus significatif étant, (4]

THEOREME. La loi F est dans le domaine d’attraction de la loi stable
d’exposant p, 0 < p =2 si et seulement si lim,_. x*H(x)/V(x)= (2 - p)/p; cette
condition est équivalente a 1’existence d’une fonction L, lente au sens de
Karamata (pour tout x >0, L(sx)/L(s)—1 quand s — ») telle que V(x)~
x**?L(x), x—~ ou encore, si on exclut la loi normale, H(x)~
[Q~p)/ p]lxPL(x), x > pour 0<p <2.

Dans ce cas il s’agit de la convergence de toute la suite des lois des variables de
la forme (1/t,) Z}., X, les X, étant indépendantes, de loi F, et la normalisation
étant la méme pour toutes les variables intervenant dans le n*™ terme de la
suite.

Si F est dans le domaine d’attraction de la loi stable d’exposant p, celle-ci est
dans le dérivé D(F) de F, d’ailleurs réduit a cette loi. On obtient ainsi une
condition suffisante pour qu’une loi stable soit dans D(F).
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Dans le cas ou cette loi stable est la loi normale, on a plus, & savoir

THEOREME. (P. Lévy) La loi F est dans le domaine d’ attraction partielle de la

loi normale si et seulement si liminf x*H(x)/V(x)=0.

D’ou un critere nécessaire et suffisant d’appartenance de la loi normale a
D(F) et une solution compléte au probléme; la normalisation est encore de la
forme (1/t,) E;‘LIX,-, les constantes ¢, étant identiques pour toutes les variables du
n®*m élément de la suite.

Du fait du type de normalisation considéré c’est donc I’ensemble des
puissances de F et son dérivé qui sont intervenus jusqu’ici. Pour I’étude des lois
stables autres que la loi normale, nous allons introduire un autre type de
normalisation et de ce fait une famille de lois plus large que ’ensemble des
puissances de F ainsi que le dérivé de cette famille de lois.

Soit donc € (F) la famille des lois de probabilité des variables de la forme
Ef:l X7/t; ou les X7 sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi F
et les constantes positives t] telles que les variables X7/¢] soient uniformément
asymptotiquement négligeables.

DerintTion 2.1. On appelle dérivé convexe de F, noté DC(F), 'ensemble
des limites non dégénérées, pour la convergence étroite, des lois *f:,F (t'x),
inf; 5=, t] — % quand n — .

Le dérivé convexe de F est donc le dérivé de la famille €(F). Cest un
ensemble de lois indéfiniment divisibles, symétriques, (o*, M) avec (0, 0) exclu,
qui contient D(F) obtenu quand pour chaque n tous les t] sont égaux.

La terminologie adoptée s’explique de la fagon suivante: supposons que la loi
normale ne fasse pas partie de DC(F) qui contient alors seulement des lois
indéfiniment divisibles (0, M), M # 0. Par changement d’échelle on peut toujours
supposer M continue au point 1 et M(1) = 1. De plus, par le théoréme de P.
Lévy, la fonction H, considérée comme fonction de Lévy de la loi accompa-
gnante de F, ne s’annule pas. La fonction de Lévy de la loi accompagnante de la
loi *f:lF(t,’»‘x) est 2;-‘;1H(t,’-‘x), qui tend vers M(x) quand n—». On peut
normaliser cette suite de fonctions de Lévy de fagon qu’elles vaillent 1 en x =1
en considérant la suite des fonctions 2;‘:1 AFH(t{x)/H(t]) avec A}=
H(t}')/E;L,H (t/). Avec cette normalisation on est donc amené a étudier le
dérivé d’un ensemble convexe de fonctions de Lévy valant 1 au point x = 1.

Nous allons maintenant déterminer les lois stables qui font partie du dérivé
convexe de F.
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A la loi indéfiniment divisible symétrique (o%, M), on associe la fonction R
définie par

2 £l 2
R(x)=g—2+L (1 A§)dM(y), x>0,

C’est une fonction continue, décroissante, telle que lim,.. R(x)=0; de plus
x?R(x) est croissante telle que lim,_o x*R(x) =0, lim,_.. x>R(x) = .

En particulier pour la loi normale (1,0), R(x)=x"*
d’exposant 0<p <2, (0,x"), R(x)=[2/2-p)]x".

et pour la loi stable

ProrosiTION 2.2. La suite des lois indéfiniment divisibles ((o3, M.),n = 1)
converge si et seulement si la suite (R, n=1) converge simplement vers une
fonction continue & telle que lim,_..P(x)=0.

Supposons d’abord que la suite des lois (o7, M, ), n = 1) converge vers la loi
(o%, M). Alors M.(x)— M(x) pour tout x de continuité pour M. D’autre part
pour tout ¢ >0 de continuité pour M,

tim [y am, ()= [y am),
et

lim lim sup (a'f.-f- f ysz,,(y)) = lim lim inf (a'f.+ f y2dM, (y)) =0
£—» n—»o o £— n—swo o

d’oll la convergence de la suite des fonctions (x*R.(x), n = 1) quand n — © vers
x’R(x) définie par

»’R(x)=0a’+ Lx y2dM(y)+ xzf dM(y).

Inversement soit ® une fonction continue telle que lim,.. ®(x)=0 et
supposons que pour tout x >0, lim,—... R,(x)= ®(x). On peut alors trouver une
fonction J, définie pour x >0, continue, telle que x”J(x) soit bornée,
lim,_.. x*J(x)=0 et R.(x)<(x*v1) J(x) pour tout x >0 et tout n = 1. La
famille des lois ((o%, M,.), n = 1) associées aux fonctions (R, n = 1) est compacte
puisque pour tout n =1, M,(x)<x*J(x) pour x grand, M,(x)<J(x) pour x
petit et o2+ [(y>dM,(y) < e>J(e). Il sensuit que la suite des lois (o7, M.),
n = 1) converge vers la loi (o, M) et par conséquent la suite des fonctions
(R., n = 1) converge, pour tout x >0 vers la fonction R définie pour x >0 par
R(x)=a%/x*+ [5(1 ny?’/x*)dM(y) et R = ®.

Dans toute la suite de ce paragraphe, F est une loi de probabilité symétrique,
satisfaisant aux hypothéses H, et H,. La loi accompagnante de F est la loi
indéfiniment divisible (0, H) et sa fonction R est donc de la forme
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R(x)=Lw (lAg)dF(y), x>0,

Avec les notations du paragraphe précédent U(x) = x’R(x) pour x = 0. Aux
lois accompagnantes, normalisées comme ci-dessus, des lois *;‘;1 F(t!x) corres-
_pondent alors les fonctions 2,'-(;1 A7R(t7x)/R(t]). La recherche des lois stables de
DC(F) se réduit donc a la recherche des réels p, 0 < p = 2, pour lesquels il existe
une suite (k,, n = 1) croissante d’entiers positifs et des réels t7, inf;<;<i, t7 >
quand n — %, tels que

k" n
lim S an RUE)_

,E=1 FRGD x7?, x>0

n—w

Nous allons montrer que I’ensemble de ces p coincide avec un intervalle de la
droite réelle.

DerniTION 2.3, On appelle indices de la loi de probabilité symétrique F le
couple de réels (o, B) définis par

- i Y’R(y) }
a Sup{pgo’hTfl’pSy‘iExPR(x)<°°’

. N R
B= 1nf{p =0, IIEILLnf 1yr;f {‘,—Ri&g>0}.
La définition du couple («, B) est similaire a celle des indices d’une fonction
d’Orlicz.
D’autre part la définition méme de la fonction R impliqueque 0= a = 8 =2.
Les lois stables d’exposant p, 0 < p =2 appartenant a DC(F) vont étre celles
pour lesquelles p est compris entre o et .

ProrosiTion 2.4, Si 3 = 2, la loi normale est dans le dérivé D (F) de F et donc
dans le dérivé convexe DC(F) de F.

Supposons que la loi normale ne soit pas dans le dérivé de F. Par le théoréme
de P. Lévy, sous les hypothéses H, et H,, il existe m >0 tel que m <
t?H(t)/ V(1); la proposition 1.3 entraine qu’il existe un réel s, 0 <s <2 et une
constante D >0 tels que Dx* < U(tx)/U(t) pour ¢t >0 et x >1, soit encore
D <x*>*R(1x)/R(t). D’ol B=2-5<2 et le résultat.

ProrosiTiON 2.5. Le dérivé convexe DC(F) ne contient aucune loi stable
d’exposant p telle que p < a ou p > B. En particulier si B <2, DC(F) ne contient
pas la loi normale.
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Examinons d’abord le cas p > 8. Si B =2 la proposition est claire. Si g <2,
soit b > B et soit (k, n = 1) une suite croissante d’entiers positifs et (¢},j =
1,- -+, ko, n = 1) une famille de réels, infi5;=, ¢ — © quand n — o, telles que la
suite des fonctions R,, définies par R, (x)= E,’-‘:l AJR(t]x)/R(t]), x >0, converge
vers la fonction R d’une loi de DC(F). Par définition méme de B, dés que n est
assez grand, donc inf,5;=, ¢} assez grand, on a, si x >1, R(¢}x)/R(t})>Bx™"
avec B >0. D’oit R,(x)>2,2, A"Bx™* = Bx™* et 2 la limite R (x)> Bx *. Il ne
peut donc y avoir de loi stable d’exposant p > b dans DC(F) et en choisissant b
arbitrairement voisin de B on obtient le résultat pour p > 8.

De méme si @ =0 il n’y a rien a montrer. Si « >0 et si 0 < a < &, on montre
comme précédemment que si x > 1, R(x) < Ax™" et on en déduit qu’il ne peuty
avoir de loi stable d’exposant inférieur & @ dans DC(F).

THEOREME 2.6. Pour tout p, a=p=p, O0<p=p si a =0) la loi stable
d’exposant p est dans DC(F).

Pour montrer ce résultat, nous allons étudier le comportement d’intégrales du
type Jo R(tx)/R(t)dA.(t), ot les A, sont des probabilités portées par Ju,, |,
u, =, plutdt que les combinaisons convexes auxquelles on reviendra ensuite
par un découpage convenable de l'intégrale. Les techniques utilisées pour
I’étude de ces intégrales sont assez proches de celles utilisées par Lindenstrauss
et Tzafriri dans leur étude des espaces d’Orlicz de suites [7].

A tout p =0, on associe la fonction définie pour x >0 par

h,(x) = x"R(x).
Supposons d’abord a < 3, et soit p, a <p <.
LemME 2.7. 1l existe une double suite (u,, v, n Z 1) de réels telle que 1 = u, =

v, pour tout n, limu_ ., = liM, w0/, = et h,(x)>h,(u.)= h,(v.) pour
U, < x < U

Du choix méme de p, @ < p < 8, et de la continuité de la fonction h,, il résulte
qu’a toute suite croissante (7., n = 1) de réels tendant vers !'infini on peut faire
correspondre des réels arbitrairement grands x, <y, <z.<{t, tels que
by (ya)/ by (x0) = hy(2.)/ B, (£:) = 7« pour tout n=1. Notons w, celle des deux
quantités y, ou z, ou h, prend la plus grande valeur et soient

U, = sup{x, x = w,, h,(x)=max (h,(x.), h,(.))},
v, = inf{x, x = w,, h,(x) = max (h,(x.), h, (£.))}.

On a bien alors h,(x)> h,(u.) = h,(v.) pour u, <x < v,.
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De plus v./u, > w./u, et wihjul > wiR(w,)/utR(u.) = 7., d’ol v,/u, -
quand n —> o,

ProposITION 2.8.  On suppose o < B. Alors pourtoutp, a =p= 0<p=8
si a = 0), il existe une double suite de réels (u., v, n 1), 1 = u, < v, im0, =
limM,—w U, /U, = ef une suite {A, n=1} de probabilités, de supports respectifs
[wn 0., telles que la suite des fonctions [z R(tx)/R (t) dA.(t) converge, pour tout
x >0, vers la fonction x7%, x >0, quand n — =.

Soit (un, v, 1 = 1) la double suite définie au lemme 2.7 et soit A, la probabilité
sur R* définie par dA,(t) = (1/D,) R(¢) t* 7' 1,..(t) dt ou 1,,.,.,(?) est la fonction
indicatrice de lintervalle [u,, v,] et D, = [inR(¢)t? " dt.

On définit la fonction G,, pour x >0, par

Gn(x)=Dif”" R(x) 1" dt.

o dt U, n
D, =f By (1) > hy(u,) log > = h,,(v,.)log—::—.

n

Par changement de variable, il vient,

x'P
D,

G.(x)=

j" R(t)t"'ldt=x“’[1+D1 j R(1) " di

nX Unk

1 U, X
+ Pl
D. ). R(t)t d:}

Supposons d’abord 1=x=p, la suite (p,n=1) étant précisée
ultérieurement. On a

f" R(t)t""dt=J ’ h,,(t)-‘j—té sup ()| th
Un Up nX u

Up ==y, n

Soit 8, 1= 6 = x tel que sup.,sisuxho(t) = h,(6u,); on a

hE!euﬂ:ePR!eu"!saPsxP
hy (1) R(u.) =" 7

On en déduit

1 [* p1 g, < XPlogx _ phlogp,
D, .. Rty tdt = = o

log % log ”
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En choisissant la suite (p,n=1) telle que lim,..p.=% et
lim,_..[p% log p./log (v./u.)] =0, on a

1imDif" R 'di=0 pour x=1.

On montre de méme que lim,_..(1/D,) fi*R(t)t?"'dt = 0, d’ou finalement
lim G.(x)=x"" si x>1

On traite de méme le cas 0 < x = 1. Soit maintenant 0 < p, = x = 1. La suite
(u., n = 1) étant croissante vers I'infini avec n, on peut choisir la suite (p., n = 1)
décroissante vers 0 avec p.u, >1 pour tout n. On a (y/x)>< R(y)/R(x),
1= x <y. En raisonnant comme ci-dessus, on obtient

“, ph logi
R 'dt < —L= .
Dn UpX vﬂ
logu—

n

En choisissant la suite (p,, n 2 1) telle que lim,_.p. =0 et

pi log
lim > = =0,
T log =
U,

on a

u,

"R()t*'dt=0 pour 0<x=1.

n Juux

lim

n—w

En procédant de méme on obtient aussi lim,_..(1/D,) [, R(t) t?"'dt = 0 pour
0 < x =1, soit finalement

lim G.(x)=x"" si 0<x=1.
Il s’ensuit que pour tout x >0, lim,_. G.(x)=x"", d’ou la proposition si
a<p<§B.

ProrosiTion 2.9, Sia <, pourtoutp, a Ep =B, (ou 0<p=Bsia=0)la
loi stable d’exposant p est dans DC(F).

Soit d’abord p fixé, a < p < 3, et soit pour tout entier n =1, u, =15 <t; <
oo <tg, <v, <tg,., une suite croissante de réels tels que pour tout j=
0,1,---, k,, on ait
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f 7 dt = f R(t)t*"'dt = D,

Une telle suite existe puisque
J’ "R(t) " dt §R(u")f " ldy _S_J e,

Il existe donc une valeur ¢} = v, dés que R(u,) = 1. Définissons les fonctions
G, et G, par

k,—1 t,'-',.l k,—1
G- & Rew) [ ed = S R,
n j=0 o j=0
l kn ,"H kn
Gx)=+2 R(1}x) t°7'dt =, R(t"x).
D. = i =
On a
Ga(x) = Gu(x) = Gul(x),
et

k-1

G(x)= Gu(x) = R(ti.x)+ 2 (R(£7x) =~ R(t171x)) = R(rix) = R (unx).

Pour tout x >0 fixé, lim,_. xu, = et par conséquent lim,_.. R(u,.x)=0.

La fonction E,. peut étre considérée comme la fonction R associée a la
variable 2,'-‘20 Y;/t; ou les Y] sont des variables aléatoires indépendantes,
indéfiniment divisibles, de méme loi de probabilité définie par (0, H); la suite des
variables 2710 Y7/} converge en loi, quand n — %, vers une variable de loi stable
d’exposant p. Les variables Y jouent ici le role de variables dont la loi de
probabilité est la loi accompagnante de F. La suite des lois *)7, F(t}x) converge
donc aussi vers la loi stable d’exposant p. Puisque

k

k

— : R(t%x

lim G,(1)=1lim G(1)=1 et > R(t7x)=>, R(t}) (r7x)
n—x T/ n—x }_:0 ]_:0

R(17)”

le résultat est démontré pour a <p <.

D’autre part DC(F) est fermé, sauf en la loi dégénérée qui par hypothése n’en
fait pas partie. Donc si on choisit une suite (p,n=1), p. <fB telle que
lim,_.p, = B, la loi stable d’exposant 8 si B <2, ou la loi normale si 8 =2,
appartient 8 DC(F). De méme si a >0, la loi stable d’exposant a est dans
DC(F).

Supposons maintenant 0 < a = 3.
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Si a = B =2, il résulte des propositions 2.4 et 2.5 que la seule loi stable qui se
trouve dans DC(F) est la loi normale. Supposons donc 8 <2 et soient
’R

et Lz =limsup sup

v=x xPR(x)’

e YPR(Y)
ls l“ILL“fiﬂﬁxﬂR(x)

Si s = 0 et Ly = =, on obtient, en procédant comme ci-dessus, que la loi stable
d’exposant B est dans DC(F).

Sinon, posons encore p = a = 3. Supposons Iz >0 et Ly < . ]l existe alors un
t,>0 et deux constantes 0 < A <x et 0 < B <> tels que si t = t,, x >1, on ait
B < h,(1x)/h,(t) < A. Soit encore G, la fonction définie pour x >0 par G.(x) =
(1/D,) fin R (tx) t*~' dt ol (U, v, 1 = 1) est une double suite de réels, 1 = u, < v,
pour tout n et lim,..u, = limuzv,/u, =, Dés que u,=t, on a D, >
Bh,(u,)log(v. /u,) et D, > (1/A)h,(v.) log(v./u,). St x 21,

1 o p—i l px_p ip_ 1
Dj R(t)t dt<D"R(u,,)u,,p <Bp o
log—
Un
et
v,x P
1 f Ry ar <A 1
D.J.. P log
&
D’ou lim,_. G.(x)=x"? pour x >1.
Si x <1, dés que u.x = t,,
D f R()" dt < —— R (ux) ™
" UpX D,. " p
1 T _x 1
< D, R(u,.)u,.Bp < B o
log—
up
et
1 [ oot Ax7? 1
< .
D, ). R(t)er ' dt Bp o
log—

n

D’ot, pour tout x >0, lim,_. G,.(x)=x"* et la loi stable d’exposant p est
dans DC(F).

Supposons maintenant Iy = 0 et Ly <. Il existe alors x, >0 et une constante
A, 0<A < tels que h,(y)/h,(x)<A pour y>x>x, Alors le rapport
ho(y) hy,(x) est aussi borné inférieurement localement. Plus précisément
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LemME 2.10. S’il existe une constante 0 < A < telle que h,(y)/h,(x)< A,
xo<x <y, alors pour tout m, 0<m <1, il existe une double suite de réels
(tny Ui, n = 1), telle que 1= u, < v, pour tout n, lim,—.. U =liMuv,/u, = et
h,(v.)/h,(u.) > m et une constante B >0 telle que B < h,(y)/h,(x) pour u, < x <
y < b,

A tout m, 0<m <1, et u>x, on associe v{u,m)=inf{v>u h,(v)<
mh,(u)} et on note A(u, m)= v(u, m)/u. Alors limsup,_.. A(u,m) == En effet
§'il existait un m tel que limsup._. A(u,m)<o, on pourrait trouver une
constante A, telle que A (u, m) < X, pour u > u,, et pour tout n = 1 un v, tel que
h,(v)/h, ()< m" et v./u. < Ag D’ou

1
- log—
hE! Un 2 < log(v, /u)logA, _ (vn> e m
n 0= | — = >
h (1) m ” avec p Tog As 0.

On en déduit, si 0, =y < v,s1, R(y)/Ru)=R(v.)/R(u)<(v./u)®"", don
R(y)/R(u) < A§**(y/u) ®®, ce qui est contradictoire avec le fait que p = a.

Puisque limsup..,. A (4, m) ==, il existe une double suite (un, v, n = 1) telle
que 1=u,<wv, pour tout n et lim,o. U, =lim.—. v./u, = pour laquelle
h,(y) h,(u.)>m pour u, <y <, et par conséquent

LA ACE pour U, <x <y <0,
x

D’ou le résultat en faisant B = m/A.

Considérons encore la fonction G, définie pour x >0 par G.(x)=
(1/D.) f=R(tx) t?7" dt, les suites (u,, v., n = 1) étant définies comme dans le
lemme 2.10. Alors pour tout u,<t<wv, B<h,(t)/h,(u.)<A et B<
h,(v.)/h,(t)<A, dou encore D,>Bh,(u.)log(v./u.) et D,>
(1/A)h,(v.)log (va/u.). Pour x 21, on obtient les mémes majorations que
ci-dessus et la convergence de G, (x) vers x ® quand n — . Si x < 1 on a encore
la méme majoration que précédemment pour (1/D,)fv R(tx) "™ 'dt.

Considérons maintenant [ir, R(¢) "~ dt. Pour tout b > p, il existe une cons-
tante B >0 telle que si 1 =t < u,, alors B(u,/t)* < R(u,)/R(t). Pour n tel que
u.x >1, on a donc

Y u, p—b
f R(t)t"“dt<R(un)u;‘.f o7t < R(u,) u® X
UpX UnX b —p

et donc
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1 (% o 1 x7" 1
D, .. R(t)t dr<B
log

O
n

On a donc encore lim,_. G.{(x)=x"° pour 0 <x <1 et finalement pour x >0.
La loi stable d’exposant p est dans DC(F).

On peut montrer un lemme analogue au lemme 2.10si [; >0 et L, =< et en
déduire que la loi stable d’exposant p est dans DC(F). D’ou

ProrosiTion 2.11. Si 0<a =B =2, la loi stable d’exposant « est dans
DC(F).

Le théoré¢me 2.6 se déduit des propositions 2.9 et 2.11.

Comme nous ’avons vu, si 8 <2, la loi normale n’appartient pas au dérivé
convexe de F. Or pour tout p, 0=p =2

14—
Y'R(y)_yH(y) _ y"H(y)
x’R(x) x"H(x) 1+ Vix) -

x’H(x)

Par la proposition 1.3, 8 <2 est équivalent a I'existence d’une constante m >0
telle que 0< V(x)/x*H(x)<1/m pour x >0. D’ot

m_y"H(y) y’R(y) m+1y°H(y)
m+1 x”H(x) "R(x) m xPH(x)"

Si on définit deux indices a partir de la fonction H, soient

P
ay = sup {p, lim sup sup % < 00},

x—» y>x

- y'H(y) }

Bu = inf {p, llmlwnf inf Y7H (x )>0

alors si 8 <2, ay = a et By = B. De plus par la proposition 2.4, si 8 =2, alors
Bx =2. D’ou

ProrosiTion 2.12.  L’indice B ne dépend en fait que de la fonction H, queue de
la loi de probabilité F, et par conséquent aussi I’ appartenance de la loi normale au
dérivé convexe de F. Si B <2, c’est-a-dire si la loi normale ne fait pas partie de
DC(F), lintervalle (a, B) déterminant les lois stable de DC(F) ne dépend que de
la fonction H.
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Si B =2, alors ay = a. En effet si ay = 0, c’est clair; si ay >0, 50it 0 < a < ay;
il existe x,>0 et une constante A >0 tels que

M<A(1)—a, Xo<x <y.

H(x) x
De
y y
V)= V)~ [ dH@) = V) + e HE) -y HO)+ 2| W) du
on. tire
U@y)=s U(x)+22_Aa x“H(x)y*
Puisque x°H(x)< U(x), on en déduit
2A
a S a
y'RD)= (1+57) R (x),
. . 2A
soit en posant A’ = 1+—————2_ py

Par conséquent a < a et ay = a.
Si B =2, la connaissance de oy n’implique donc a priori aucune information

sur les lois stables de DC(F). Par exemple soit la loi F symétrique, continue, sur

R, définie par H(1) et pour x >1 par

X3n

x2

H(x)= H(%z)

Sl Xan S X = Xopae,

X3 .
H(x)= H(x:n+1)% S1 XQ,.+1§X §.x2,.+2,

avec 0 << a <2 et (x., n = 1) une suite croissante de réels positifs tels que x, =1
et limu.. X, = %. On pose ., = Xzns1/X2n €t Pu = X2ni2/Xzni1. Si 1, >0, p, > o et
pn “Nlogr.— 0 quand n - ®, ay = a, By =2 et la seule loi stable de DC(F) est
la loi normale.

Par contre si On pOSE pi = X2ns2/Xan+1, Z2n+1 = Pn X2n+1 €L 81 ON coOnsidére la suite
des fonctions de Lévy (M., n = 1) définies par

_ H Z2n61X
M. (x) ;%5:% x20,
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alors lim, .. M,(x)= x"* pour tout x >0, lim._, limsup._.. [§ y*dM.(y) =0 et
la loi stable d’exposant a figure dans le dérivé convexe de F.

Remarquons encore que d’apres ce qui précede B = 2 si et seulement si la loi
normale est dans DC(F). Or la proposition 1.3 implique déja que B =2 si et
seulement si la loi normale est dans D (F). L’introduction du dérivé convexe de
F n’apporte donc rien en ce qui concerne la loi normale, ce qui n’est pas le cas
pour les autres lois stables.

3. Compacité stochastique

Une famille (F,i€1I) de lois de probabilité est dite stochastiquement
compacte (ou plus brievement compacte) si de toute suite (F,, n = 1) issue de la
famille on peut extraire une sous-suite qui converge vers une loi de probabilité
non dégénérée. Il s’agit donc de compacité au sens de la convergence étroite
avec la restriction que les limites ne sont pas dégénérées.

Par abus de langage on dira

DeriniTion 3.1, Une loi de probabilité F est dite compacte si et seulement si
I'ensemble de ses.puissances (F"*, n = 1) I’est.

Autrement dit, la loi de probabilité F est dite compacte si et seulement s’il
existe deux suites de réels (a., b., n = 1), a, >0, b, réel telles que la suite des lois
de probabilité {F"*(a.x + b.), n = 1)} soit compacte.

Feller a établi le critére [5].

TutoreMe (Feller). Soit F une loi de probabilité symétrique sur la droite réelle.
Les conditions équivalentes

2
a) limsup %%;) <o

k4
b) il existe des constantes 0 <r <2 et ¢ >0 et un réel v >0 tels que

Vitx) ,
V(t)<Cx pour t>71,x>1

sont nécessaires et suffisantes pour que la loi de probabilité F soit compacte.

Supposons maintenant que, comme précédemment, 1a loi de probabilité F est
symétrique et satisfait aux hypothéses H, et H,. Les conditions de Feller sont
alors celles de la proposition 1.2 avec T = 1. Avec les notations du paragraphe
précédent, le théoréme de Feller s’exprime dans ce cas,
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TueorEME 3.2. Soit F une loi de probabilité symétrique d’indices (o, B). Alors
F est compacte si et seulement si a > 0.

Les conditions de Feller sont en effet équivalentes, d’aprés la proposition 1.2,
a la condition

R(1x) ez
R(t)<Cx , t>r,x>1

avec 0<r<2, et C>0, dou le résultat.

Soit maintenant (X, n =1) une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes, définies sur un espace de probabilité (€2, &, P). On suppose les
variables symétriques et on note F, la loi de probabilité de X,.

On note [X,0] le complété, pour une métrique invariante par translation
associée a la convergence en probabilité, de la variété linéaire constituée des
combinaisons linéaires des X,,; si pour p >0, les variables X, sont toutes dans
LP(Q), A, P), on note [ X, p] le complété dans L? de cette méme variété linéaire.

Pour 0=p <2, soit f,. la fonction réelle définie sur la droite réelle,
symétrique, telle que pour y =0

1y o
o=y [ war ey k),

On remarque que f,.(y) = E[(yX. A (yX. .

On sait [2] que pour toute suite (c., n > 1) de réels, la série X7, ¢c.X,, converge
dans L7, (resp. en probabilité) si et sculement si la série 25~ fon(c.) (resp.
251 fon(c,)) converge.

On se propose maintenant d’établir un critere de compacité d’un type
différent de celui de Feller.

THEOREME 3.3. Soit F une loi de probabilité symétrique sur la droite réelle et
soit (X,, n = 1) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi F.
Alors la loi F est compacte si et seulement s’il existe un réel p, 0<p <2, tel que
[X,0]=[X,p].

Supposons d’abord F compacte. On note f, et f, les fonctions définies
ci-dessus associées a la loi F. I1 suffit de montrer qu’il existe un réel p, 0 <p <2,
tel que les fonctions f, et f, soient équivalentes pour y <1.

Les fonctions f, et f, s’écrivent, en intégrant par parties,

1/y 17y
u*dH(u)+ H(l> = 2y2f uH(u)du,

h ==y ;
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Iy o
f,,(y)=2y2L uH(u)du+py”L u?"'H(u)du.

Pour x >1, fixé,

= o[ x’ =1 < x*
y”f uP " H(u)du =y” >, uP "H(u)du < > x""H(——).
Vy k=0 Jx*y P =0 y
L’hypothése de compacité entraine, par le théoréme de Feller et la proposi-
tion 1.2,
xk 2 xk
i) <= v(y)
y 'szk y
et
k
v("—) < Cx v(1>
y y
D’ou
ypj’ up—lH(u)du <B 2 x(p—2+r)ky2v(l)
1y k=0 y
ol
P __
B=*% 1 yC.

Puisque r < 2, on peut toujours trouver un p >0 tel que p + r <2. Pour un tel
p, la série =7, x®7**7* est convergente et

y"f u?’ 'H(u)du < 0y2V<l)
1y y

avec 0 = B 35, x@720k

Puisque

)=y () HG )+ oy et ) du

1y

on a
<o+ (yv(;)+ H())).
soit

£ (y)<(p8 +1)fuly)

pour 0 <y <1. Comme fi(y)< f,{y), les fonctions f, et f, sont équivalentes et
[X,0]=[X, p].
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Supposons qu'inversement il existe p, 0<p <2, tel que [X,0] = [X, p]. Il en
résulte que pour tout p’,0<p’<p,ona[X,0]=[X,p'] =X, p]. Fixons p' = p/2
et notons || |, la norme ou la quasi-norme selon que p=1 ou p <1.

L’ensemble E ={Z €[X,p], | Z|l,~=1} est relativement compact en loi
puisque pour tout ¢ >0, P{{Z|> ¢} < ¢ " pour tout Z € E. Montrons que la
loi dégénérée (ici Z telle que P(Z =0)=1 puisque toutes les variables sont
symétriques) ne fait pas partie des lois limites. Puisque [X, p] = [X, p/2], alors
| Z[l,. = 1 entraine || Z |, < C pour tout Z € E, avec C >0, et {|{Z[”, Z € E}
est un ensemble équi-intégrable puisque pour tout n =1,

172
f | Z Prdp < (f IZI"dP) (P(Z "> n)]"™.
{1Z|P/>n}

j | Z|PRdP = (Q) ”
{Z|P2>n) n

On en déduit

1= E(ZP?) = | Z|PPdP + j

f1ZP* =12 (12<|ZIP = ny

[ zpap>1- (£)"
{1/2<|ZP2=n} 2 n ’

ce qui entraine que Z n’est pas de loi dégénérée.

Choisissons maintenant la suite (a., n = 1) de réels telle que Y, =(X,+ ---+
X.)/a. soit dans E pour tout n =1 (c’est-a-dire a, = | X, + -+ X, |l,»). La
suite (a,, n = 1) est telle que lim,... a, = . La loi F est donc compacte.

zpmap+| |z

1Z[P2>n}

et

ReMARQUE 3.4. L’énoncé du théoreme précédent implique seulement I'exis-
tence d’'un p, 0 < p <2, tel que | X, p] = [ X,0]. On peut préciser les valeurs de p
plus complétement. En effet dans la démonstration du théoreme 3.3, il apparait
qu’un p convenable est tel que p + r < 2. Par définition de « et la proposition
1.2, toutes les valeurs de p, 0 < p < «a conviennent.

ReMarQuE 3.5. Ilest anoter que dans le théoréme 3.3, 'existence d’un p tel
que [X,0] = [X, p] est prouvée sans qu’il ait été fait d’hypothése sur I'existence
de moments pour la loi F.

REMARQUE 3.6. Puisque pour tout x >0, fo(x)=R(1/x), on a a5 =a et
B, = B ol gy et B, sont définis, comme dans [7}, pour les fonctions d’Orlicz par
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14
oy, = supip, limsup su x—ﬁ’gﬂ<w}
, ﬂp,wpiwmn

. N . x? 0
0=mf{ , lim inf inf >0}.
Bo = Int L2 I L YPh()
Par conséquent, si [ X, 0] = I, les indices de la loi F et de la fonction f, sont les
mémes.

4. Isomorphismes

Soit comme précédemment F une loi de probabilité symétrique sur la droite
réelle et soit (X, n = 1) une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes,
définies sur un espace de probabilité (Q, &, P), de méme loi F.

On note encore f, la fonction définie pour y =0 par

f)= [ a1 dF@)

et soit f; la fonction définie pour y =0 par

mw=fwmua

ou Y(t)=2J7 (1~ cosut) dF(u) est la seconde fonction caractéristique de la loi
indéfiniment divisible accompagnante de F. Les fonctions f, et f; sont
équivalentes [1] et la convergence de la série 27 -, ¢.X, en probabilité, (c., n = 1)
suite de réels, équivalente a la convergence de la série 2., fo(c.) est donc
équivalente aussi a la convergence de la série 27-; fo(cn).

D’autre part I'espace [ X, 0] est un espace F-normé; deux espaces F-normés E
et E' sont isomorphes s’il existe une application linéaire, continue, biunivoque
de E sur E’; si E est isomorphe a un sous-espace de E’, on dit que E se plonge
isomorphiquement dans E [8].

A Taide des résultats des paragraphes précédents, on va montrer

THEOREME 4.1. Soit (X, n=1) une suite de variables aléatoires réelles,
indépendantes, symétriques, de méme loi de probabilité F. Pour tout réel q, s’il en
existe, tel que la loi stable d’ exposant q soit dans le dérivé convexe de F, I’espace 1
se plonge isomorphiquement dans I’ espace | X, 0] engendré par la suite (X,, n = 1).

Nous allons construire, pour montrer le théoréme, un sous-espace de [X, 0]
isomorphe i un tel /% en utilisant une technique par *“‘blocs” usuelle en théorie
des espaces de Banach [7].

Supposons donc que le dérivé convexe de F contienne des lois stables autres
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que la loi normale et soit q 'exposant d’un telle loi. Soit (Z,, n = 1) la suite des
variables aléatoires, construites a partir des variables X,, de la forme Z, =
ZfLOX;'/t}‘dont les lois de probabilité *7:0F (t7x)convergent vers la loi stable
d’exposant q. Les variables Z, peuvent étre construites a partir de variables X7
distinctes pour chaque n, ce que nous ferons. Ceci entraine que la suite
(Z.,n=1) est indépendante. Si on note [Z,0] le complété de la variété
engendrée par les combinaisons linéaires des variables Z,, il est clair que
[Z,0]C[X,0].

Soit — ¢, la deuxiéme fonction caractéristique de la loi accompagnante de Z,
c’est-a-dire la deuxieme fonction caractéristique de la variable E;‘:o Y}/t] avec les
notations de la proposition 2.9. D’apreés ce qui précede, la série 27 c.Z,,
(c,n=1) suite de réels, converge dans [X,0] si et seulement si
Saci o (cat)dt < oo

Par construction méme des variables Z,, la suite des fonctions i, (t) converge,
uniformément sur [0, 1], vers t* quand n — . Soit £ >0; pour tout n = 1, on
peut trouver une variable Z;, telle que

|llfln(t)—t"|<2.., 0<t<l.

Pour toute suite (c., n = 1) de réels telle que sup, | c.| =1, on a de méme, pour
tout n=1,

n

2, i)~ Z IS

d’ou

Il s’ensuit que 2., ¢,.Z;, converge dans [ X, 0] si et seulement si (c.,, n 2 1) € I,
Le sous-espace [Z,0] de [X, 0] est donc isomorphe a [9 d’ou le résultat.

Supposons maintenant que la loi F est stochastiquement compacte. Alors par
la remarque 3.4, pour tout p, 0 <p <a, [X,0] =[X, p]. Ces espaces sont alors
des espaces p-normés et méme des espaces de Banach si « >1. De méme les
espaces /%, a =q =, sont des espaces p-normés ou des espaces de Banach
selon que ¢ <1 ou que g = 1.

On obtient dans ce cas
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THEOREME 4.2. Soit (X, n=1) une suite de variables aléatoires, réelles,
indépendantes, de méme loi de probabilité symétrique F, définies sur un espace de
probabilité (1, A, P). On suppose que F est stochastiquement compacte et soient a
et B ses indices. Alors pour tout q, a = q = B, I’espace 1* se plonge isomorphique-
ment dans [ X, p] pour tout p, 0= p < a.

La démonstration est celle du théoréme 3.3. On montre que le sous-espace
[Z,0] de [ X, 0] est isomorphe a [? pour @ = q < B, il en est de méme de [Z, p],
sous-espace de [ X, p], p < a, d’ou le résultat.

Selon les valeurs de p et ¢, on peut obtenir 12 des isomorphismes d’espaces
p-normés ou d’espaces de Banach.
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